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AVERTISSEMENT. 


Ell faisanl paraiLre Ic premier Volume cles OEuvres de Charles 
Hermite, je tieiis a dire combien j’ai ete aid^ dans cette publi- 
cation par un g^oinetre distingue, Xavier Stoull*, professeur a la 
Faciilte des Sciences de Besancon, enleve il y a deux, ans par luie 
mort prematuree. .Dans plusieurs Memoires d’Hennite publics a 
r^tranger, des fautes d’impression s’dtaient gliss(^es, et, pour les 
corriger, il a ete parfois n^cessaire de reprendre de longs calculs. 
Cette revision du texte a etc Toccasion de remarques, dont il m’a 
paru utile d’indiquer quelques-unes sous la forme dc notes tres 
breves. 

La Preface qui suit est la Lecon que j’ai faite a la Sor bonne 
sur I’OEuvre scientifique de Charles Hermite quelques semaines 
apres sa mort. Le portrait, ins<^re dans ce Volume, est la repro- 
duction d’un dessin au crayon representant Hermite k Page d’en- 
viron vingt-cinq ans. 


l^MILE PICARD. 




PREFACE. 


Vous savez, Messieurs, la perte immense qu’a faite la 
Science frangaise le i4 janvier dernier. La mort de M. Her- 
mite touche particulierement I’Universite de Paris, oii- I’il- 
lustre geometre a occupe de 1.869 *^97 cliaire d’ Analyse 

superieure. II n’a pas voulu qu’on prit la parole sur sa tombe ; 
nous n’avons done pas pu entendre les voix aulorisees qui 
auraient dit ce que lui doivenl la Science et I’Enseignement. 
Cette grande vie- scientifique demandera des eludes appro- 
fondies, qui se preparent certainernent de differents cotes. A 
defaut d’une telle etude, qu’il me soil permis aujourd’hui, en 
reprenant cette annee mon cours dans celte chaire qui fut 
celle de M. Hermite, de jeter un coup d’oeil sur son oeuvre. 

I. 

Charles Hermite naquit a Dieuze, en Lorraine., le %[\ de- 
cembre 1822; il fit ses etudes au college de Nancy, et les 
termina k Paris au college Henri IV et au college Louis-le 
Grand. II eut k Louis-le-Grand cbmme professeur de Math^- 
matiques speciales un maitre distinguej M. Richard, qui. 



quinze ans auparavant, avail ete le proiess' 
Galois. Tout en suivant les cours du college, 
mite allait lire a la bibliotheque Sainte-Genei 
de la resolution des equations numeriques 
et il achetait avec ses economies la traductioi 
Recherches arithmetiques de Gauss ; « C’ei 
ces deux livres, aimail-il plus tard a repeter, 
PAlgebre. » L’ excellent M. Richard s’alarm 
voir son eleve si loin des programmes d’exame 
disait pas rnoins un jour au pere d’Hermite, qi 
peut-^tre pas tres bien compte de la valeur du 
(I C’est un petit Lagrange. » Le premier vol 
oelles Annales de Mathdmatiques, fondees en : 
deux Notes signees de Charles Hermite, el( 
Louis-le-Grand. L’une n’est qu’un exercice, 
seconde, on reconnait un lecteur assidu de 1 
dejabeaucoup reflechi sur la theorie des eque 
de ce travail esl de demontrer I’impossibilite d 
algebrique des equations du cinquieme degre ; 
tion tres simple qu’on y trouve pourrait, aA 
additions, devenir classique. Hermite entre a 
technique a la fin de 1 842 ; les exercices de P 
pechent pas de poursuivre ses mMitations m 
et, des le mois de janvier i843, il ecrit a Jacobi 
de Liouville, pour lui faire part de ses rechercL 
tions abeliennes. Le grand geometre allemand 
merveilleuse divination, montre quelques annc 
comment on devait generaliser le probleme de 
I’integrale elliptique. Mais lesproprietes essent 
velles transcendantes etaient sipeu connues, qi 
done cependant d’une rare penetration, se me 


eii 1844 sui' leur nature, faute d’ avoir saisi le principe fonda- 
mental relatif a la coexistence des periocles; les travaux dc 
GSpelet de Rosenhain ne devaientvcnir que quelques annees 
plus tard. Hermite etend aux fonctions abeliennes le tlieo- 
reme donne par Abel pour la division de Targuinent dans les 
fonctions elliptiqucs; il moiitre quo les equations coiTespon- 
dantes sont resolubles par radicaux, et il traite de I’abaisse- 
ment de I’equation relative a la division des fonctions com- 
pletes. L’annee suivante, cn aodt 1844, Hermite envoic a 
Jacobi une seconde Lettre on il ctudic le problemc de la 
transformation des fonctions elliptiqucs. Son but est d’abord 
de retrouver les resultals enonces par Jacobi sur cette ques- 
tion capitale, mais on trouve, en realite, dans cc Memoirc, 
tons les principes dc la tlieoric des fonctions 0 de differents 
ordrcs, fonctions quelqucfois designees sous le nom de fonc- 
tions inlermediaires et si importantes pour la theorie gene- 
rale des fonctions doublcment periodiqiies. (les deux LelU'es 
intercsserentvivemcnt Jacobi, qui litau jeime inatbcmaticien 
franc;ais I’lionncur dc les iiiserer dans I’edition complete de 
ses OEnvres. On a souvent cite les derniercs plirascs de la 
reponsc dc Jacobi, qui possedait de son cote plusicurs des 
resultats indicjiues par son correspondant. « No soycz pas 
fache, Monsicui’, si quclqur’s-uncs dc vos decouvertes sc sont 
rencontrees avcc mcs ancienues rccliercbes. Cotnmc vons 
diites commcncer par ou je finis, il y a necessaircinent une 
petite sphere de contact. Dans la suite, sivous m’honorez de 
vos Communications, jo n’auraiqu’a apprendre. » Une autre 
phrase, celle-la d’un interfit pureinent matbematique, meritc 
encore d’etre retenue : « En clierchant, disait Jacobi, k tirer 



avez pense savammeiit aux cas, plus geiieraux, 
meat on doit se resigner a Fimpossibilite d’une c 
en facteurs. » Cette remarque devait fructifier 
d’Hermite; nous la retrouverons plus tard dans 
celebre sur la transformation des fonctions abe 
C’est principalement de theorie des nombres 
Hermite dans les annees suivantes. II y est coi 
par le theoreme purement arithmetique de Ja 
possibilite d’une fonction d’une variable a troi 
peu a peu la lecture assidue des Recherch 
tiques de Gauss I’amene a des problemes de 
etendus. La theorie des formes et les irratic 
briques font alors I’objet des meditations prof 
mite qui, continuant sa correspondance ave( 
envoie quatre Lettres sur la theorie des noml 
montre mieux que ces Lettres le genie d’Heri 
sance d’invention sur des sujets aussi nouveaux 
ciles y est prodigieuse. Les idees s’y pressent s 
touffues; elles seront developpees et precisees 
moires ulterieurs, et il en est plus d’une doni 
n’estpas aujourd’hui epuisee. C’est dans la theor 
quadratiques a un n ombre quelconque de var 
trouvent les principes des methodes employees : 
elabli que, etantdonnee une forme quadratique 
et a coefficients reels quelconques, le minimum 
pour des valeurs entieres qui ne sont pas tout 
inferieur a p,/v/D, en designant par D la valeu 
determinant, et par p„ une quantite numeriqu 


essentiel est, pour un nombre donne de variables, la limi- 
tation du minimum a Taide du determinant seul de la forme, 
quoique dans certaincs questions il puisse etre avantageux 
d’ avoir la moindre valeur possible. Ce rcsultat obtenu, une 
consideration extrememeiit originalepermet, en premier lieu, 
a Hermite de Fappliquer a la generalisation de la theorie des 
fractions continues, en cherchant Fapproximation simultaaee 
de plusieurs cjuantites au moyen de fractions ayant memc 
denominateur Ferreur dans cette representation appro- 

chee de n quantites est de Fordre — C’est un point sur 

m y m 

lequel il convient d’insister, non pas seulement a cause de 
Finteret du resultat, mais parce que nous avons la le premier 
et memorable exemple de cette introduction des variables 
continues dans la theorie des nombres, (pie nous allons 
bientot retrouver dans desproblemes plus vastes. 

Dans le cas d’une seule grandeur A, le rdsultal est bien 
simple, mais met remarquablement en evidence le r61e de la 
variable continue; Hermite considere la forme quadratiquc 
lineaire 

(^._AyP+:g, 

A etant une quantite positive quelconque; du theoreme pri'- 
cedent on conclut de suite que Fon peut trouver deux en- 
tiers m et ra, tels cpe 

\m — Art 1 < — 

n\J'6 

resultat plus precis, d’ailleurs, (^ue celui donne par la thtorie 
des fractions continues, a cause du facteur \j‘i. Quand Acroit 
d’une maniere continue, les memes entiers ni et n peuvent 
d’abord 6tre conserves pour satisfaire aux conditions voulues; 
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mais, au passage de A parune certaine valcur, il faut brus- 
quement prendre deux nouveauxnombres/«'et/i', etl’oii a la 
relation 

m n' — 7n' « = ±: I . 

La theorie elementaire des fractions continues se presente 
ainsi sous un jour essentiellement nouveau et se trouve sus- 
ceptible d’etre generalisee, en m^me temps que la continuite 
avec la variable A se trouve introduite dans une question 
arithmetique. 

Dans le cas de n quantites donnees A,, A^, A„, il 

faudra envisager la forme quadratique a « -i- i variables , 

X'l , • • • ) Xji 

(a?! — A,a;o)^-l- (^2— + . . . (^,i — A„a?o)--(- 

oil A est une quantite positive quelconque. En appliquanta 
cette forme le resultat enonce sur le minimum d’une forme 
quadratique, on arrive de suite a la representation approchee 
des quantites A, I’approximation etant liee a la quantite A 
qu’on pent prendre aussi grande que I’on veut. Le theoreme 
de Jacobi sur I’impossibilite d’une function a trois period es 
pent etre aussi etabli par des considerations analogues, cL 
Hermite fut ainsi conduit a la demonstration de I’impossi- 
bilite pour une function de n variables complexes d’avoir plus 
de systemes de periodes siraultanees, theoreme que Rie- 
mann devait retrouver ulterieurement. Citons encore ici, 
quoiqu’elle ait ete donnee beaucoup plus tard par Hermite, 
la demonstration d’un resultat d’abord etabli par Tchebycheff 
et susceptible de generalisations tres etendues : etant donnees 
deux constantes quelconques a et on pent trouver deux 
entiers x&ty, tels quo 

\a-~-ay-b\< 
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T^a methode d’Hermite lui permet meme de I’emplacer le 
factcur ^ par le facteur plus petit ^ 


'iJ introduction de variables continues dans cerlaines 
formes quadratiques a ete I’idee fondamentale quia domine 
la longue suite des tra-vaux arilhmetiques d’Hermite. Je nc 
puis songer a entrer dans le detail de ces profondes recherches i 
arretons-nous seulement sur les points de vuc nouveaux, qui 
ont ete si feconds dans I’etude des formes quadratiques a un 
nombre quelconque de variables, des irrationnelles alge- 
briques et des formes decomposables en facteurs lineaires. On 
sait que Gauss, dans ses rcchcrcbes arithmetiques, a eleve un 
monument a la theorie aritbmetique des formes quadra- 
tiques 4 deux variables dont I’etude avait etc commencee par 
Lagrange et Legendre, et a pose les bases de la theorie des 
formes quadratiques ternaircs. Lc problemc de la redaction 
des formes quadratiques est d’une importance capitale; la 
difficulte n’est pas la memo suivant qu’il s’agit de formes de- 
finies ou indefinies. Hermite, trailant d’abord le cas plus 
simple des formes quadratiques defmics a un nombre quel- 
conque de variables et dont les coeflicients sont desquantit^s 
reelles quelconques, domic differents precedes de reduction, 
d’ofi se deduit immediatement que, pour les formes definies 
a coefficients entiers et de determinant donne, il n’y a qu’un 
nombre limite de classes. L’etude des formes indefinies a 
coefficients entiers presente des difficultes bcaiicoup plus 
considerables, qui tiennent en grande partie k ce qu’il y a 
une infinite de substitutions semblables, comme les appelle 
Hermite, e’est-a-dire de substitutions 4 coefficients entiers 
transformant la forme en elle-merne. Les points essentials de 
la theorie des formes indefinies sont rattaches, d’une maniere 
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vraiment geniale, a la consideration dune forme definie 
associee dependant d’un certain nombre de parametres arbi- 
traires, et ici nous voyons apparaitre les variables continues 
dans un problenie aritbmetique extrdmement difficile. Les 
substitutions a coefficients entiers, permettant de rMuire 
successivement ceilQ forme definie, quand, par une variation 
continue des parametres, ellecesse d’etre reduile, conduisent 
aux substitutions semblables, et Ton pent demontrer qu’il 
existe un nombre fini de substitutions a I’aide desquelles on 
obtient toutes les substitutions transform ant la forme en elle- 
meme. II resulte aussi de cette admirable analyse que, pour 
les formes indefmies a coefficients entiers comme pour les 
formes definies, il n’y a qu’un nombre limite de classes pour 
un determinant donne; onen deduit la solution du probleme 
de I’equivalence de deux formes. 

Les principes precedents s’appliquent aussi aux formes a 
coefficients entiers de degre quelconque decomposables en 
facteurs lineaires; leur theorie est merne a bien des egards 
beaucoup plus simple que celle des formes quadratiqucs. Les 
substitutions semblables sont ici deux a deux permutables, et 
elles peuvent toutes s’exprimer par un produit de puissances 
de certaines substitutions, dont le nombre s’obtient d’une 
maniere tres remarquable : Si a designe le nombre des fac- 
teurs reels dans la forme, et h le nombre des couples de fac- 
teurs imaginaires conjugues, il y a a + substitutions sem- 
blables fondamentales. La demonstration de ce beau theoremc, 
enonce seulement par Hermite au commencement d’un dc ses 
Memoires, n’a jamais, je crois, ete developpee. A I’egarddes 
formes quadratiques indefinies, on ne connait aujourd’hui 
encore aucune proposition analogue relative au nombre des 
substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en general, per 
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mutables; ce serait la un difficile, mais bien interessantsiijet 
de recherches. 

Les formes quadra tiques binaires indefmies appartienncut 
en meme temps aux deux types precedents 5 1’application a ce 
cas tresparticulier des principes generaux pourra donnermte 
idee des melhodes d’Hermite. Soil une forme indefinie f a 
coefficients entiers qne nous mettons sous la forme 

f — a{x + ay) [x 4 - |3_r). 

La forme delinie associee est alors 

0 — (x -t- c£ v)-H- A(j; 4- p/)" (^>0), 

ct I’on doit en faire la reduction continuelle en donnant i A 
toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un 
intervalle convenable ne comprenantpas I’origine, onobtient 
un certain nombre de reduites de la forme proposee, qui se 
reproduisent ensuite periodiquement quand A va vers rinfini 
ou vers zero. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une sorte 
de periodicite, mais sous un point de vue bien different et 
susceptible des generalisations les plus etendues. 

Nous n’avons parle jusqu’ici que des formes a variables 
reelles. Hermite a introduit dans la Science la notion de 
formes a indetei'minccs conjiiguees, qui a ouvert a FArith- 
metique et a I’Algebre un champ extreraement vaste. Ces 
formes se partagent encore en formes definies ct formes inde- 
finies; laissant de c6te ces dernieres, Hermite fait une theoric 
complete de la reduction des formes definies a ind^terminees 
conjuguces. Les consequences qu’il en tire sont tres nom- 
breuses. II en est d’une rare elegance. Telles sont les re- 
cberches concernant I’approximation des quantit^s complexes 
par des fractions dont les elements sont des entiers complexes 
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de Gauss; la methode d’Hermite lui donne des resultats plus 
precis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permetde 
trouver les rapports existant entre deux approximations 
consecu lives, ce qui est indispensable pour mettre dans loute 
son evidence Fanalogie entre les nombres reels etlcsnombres 
complexes. Citons encore la demonstration des theoremes de 
Jacobi sur le nombre des representations d’un nombre par 
une somme de quatre carres. 

Des applications d’un caraclere plus genei'al concernent 
les formes a coefficients entiers complexes et a variables com- 
plexes de degre quelconque decomposables en facteurs li- 
neaires; en supposant qu’une telle forme cp est irreductible, 
c’est-a-dire c|ue Fequation ip =o n’admet d’autres solutions 
entieres que les valeurs nulles des variables, Hermite de- 
montre qu’elles ne forment qu’un nombre limite de classes 
pour un determinant donne. De ce theorerae il deduit une 
des plus admirables propositions de la science des nombres, 
a savoir que : les racines de toutes les equations a coefficients 
entiers complexes d’un degre donne, ct pour lescjuelles le 
discriminant a la raeme valeur, ne representent qu’un nombi’C 
essentiellement limite d’irrationnelles distinctes. Nous pou- 
vons, en deux mots, escjuisserla demonstration; a Fequation 
proposee de degre n, a coefficients entiers, 

Qv"-' -h. . . H- Ry + S 0, 

et dont nous designerons les racines par a, b, . ■ - ,1, on fait 
correspond re la forme pan variables JK, s, . . . , w, 

a = P'‘“‘ ( js -h ay + . . . + «“-*«) 

X {x by -{-b-z 6''“* u). . .{x -H ly l^z u), 

dont le determinantnedependquedudiscriminantde Fequa- 



P R E F A C E . 


XVII 


lion. Les formes o appartenanta un nombre limite de classes, 
il en resulte eJe suite que le nombre des irrationnelles dis- 
tinctes est limite. 

Au debut de sa carriere, les fonctions elliptiques et ab(> 
liennes avaient appele I’attention d’Herinite sur certaines 
irrationnelles algebriques. Depuis cette epoque, les nombres 
algebriques avaient toujours ete Fobjet de ses meditations. 
C’est, sans doute, a leur occasion qu’il entreprit la longue 
suite de ses recherches arithmetiques. « Pcrmettez-inoi, 
disait~il dans une do ses Letlres a Jacobi, de revenir sur les 
circonstances remarquablcs auxquelles donne lieu la reduc- 
tion des foi^mes dont les coefficients dependent des racines 
d’equations algebriques a coefficients entiers. Peut-etre 
parviendra-t-on a deduire de la un systerne complct do ca- 
racteres pour chaque espece dc ce genre de quaatites, ana- 
logue, par exernple, a ceux que donne la theoric des frac- 
tions continues pour les racines dcs equations du second 
degre », ct, plus loin, il ajoutc : « Quelle tache immense 
pour la thcorie des nombres de penetrer dans la nature d’une 
telle multiplicitc d’etres, en les classanten groupes irreduc- 
tibles entre eux, de les constituer tons individiiellemcnt par 
des definitions caracteristiques et elementaires. » On Ic voit 
a plusieurs reprises revenir sur ce programme, l.a question 
capitale de la recherche des unites complexes dans un corps 
algebrique est liee par lui a la reduction de certaines formes 
quadratiques; des i8^|5, il passe bien pres du theorerne ce- 
lebre de Dirichlet donnant le nombre exact des unites com- 
plexes independantes. Maisil s’attache surtouta trouverpoiir 
les irrationnelles algebriques un algorithme mettant en evi- 
dence les proprietes de ces irrationnelles. Pour les irration- 
nelles du troisieme degreen pa rticulier, le resultat est remar- 
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quablement simple ; on est conduit a un algoritlime perio- 
dique entiei’ement analogue a celui des fractions continues 
dans leur application aux irrationnellcs du second degre. 
Ainsi, en envisageant une equation clu troisieme degre a 
coefficients entiers ayant une racine rtelle a et deux racines 
imaginaires ^ et y, on est conduit, d’apres ce point de vue, a 
reduire pour toutes les valeurs positives de la quantite A la 
forme ternaire 

[x -\-ay + (x-zY-{- 4- [3/ -h + yy -h 7 ^-), 

ct dans cette reduction continuelle se manifeste une periodi- 
cite caracteristique des irrationnelles da troisieme degre. II 
serait interessant de comparer les vues generales d’Hermite 
sur les irrationnelles avec les resultats donnes recemment par 
M. Minkowski 011 la consideration de certaines cliaines de 
substitutions perraet de donner des criteriums necessaires et 
sufiisants pour qu’unnombre soit algebrique. 


II. 

La theorie arithmetique des formes binaires centre evi- 
demment dans le mcme ordre d’idees que celle des irration- 
nelles algebriques. Herinite lui a consacre plusieurs Memoires 
et a etudie particulierement le cas des formes de degre impair 
et le cas des formes quadratiques. Mais, tandis que pour les 
formes quadratiques les preliminaires algebriques de la theo- 
rie arithmetique des formes sont immediats, il n'en est plus 
de meme quand on s’eleve aux formes de degre quelconque ; 
la partie algebrique de la theorie prend alors un developpe- 
ment inattendu et presente un interel considerable. C’est cc 
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qui amen a Hcrmite a s’occuper de divers problemes d’Al- 
gebre et particulierement de la tbeorie des formes binaires 
oii il allait obtenir de magnifiques resultats en incme temps 
que ses emules Cajdey et Sylvester. 

Les theoremes de Sturm et de Cauchy sur le nombre des 
racines des equations satisfaisant a certaines conditions avaient 
vivcment frappe les geometres. Sur ce sujet on doit a Her- 
mite quelques resultats qui resteront classiques. En partant 
de la remarque relative a la decomposition des formes qua- 
dratiques en somme de carres, que Sylvester, qui Fa trouvee 
en m6me temps, nomme la loi (Tincrlie et que Jacobi avait 
aussi rencontree, Hermite considerc d’abord une equation a 
coefficients reels, et construitune forme quadratique associec 
I’equation renfermant une arbitraire reelle l. Quand cctLc 
forme cst reduite a une somme de carres, le nombre des 
carres negatifs est egal au nombre des couples de I'acines 
imaginaires de I’equation augmente dn nombre des racines 
reellcs inferieures a i. Un cas particulier dont la demonstra- 
tion est immediate se formule ainsi : dans la forme quadra- 
tique a n variables 

. . H— ^n~\. )^' 

oil la somme est etendue aux n racines a de I’equation, le 
nombre des carres negatifs est egal au nombi’e des couples de 
racines imaginaires. Poussant la question plus loin, Hermite 
considerc une equation a coefficients complexes; il associe 
alors a I’equation une forme quadratique ^ indclerminees 
conjuguees, et, quand celie-ci, par une transformation ele- 
mentaire, a ete debarrass^e de ses termes rectangles, le 
nombre des coefficients positifs est egal au nombre des ra- 
cines dont le coefficient de sj — i est positif. Le th6or6me de 
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Stui’m, le theoreme de Caucliy rolalif an nombre des I'a- 
cines d’une equation contenue dans un contour et dormant 
])ar un calcul algebrique ce nombre dc racines quand Ic coti- 
lour est forme d’une courbe unicursale, sc dckluisent des rc- 
sultats precedents, et sont ainsi etablis, coniine ie remarquo 
Hermite, sans faire intervenir aucunc consideration de conti- 
nuite. 

Les travaux d’Hermite relatifs a la tbeorie alg'cbrique des 
formes binaires sont d’une rare perfection; la simplicite des 
raethodes et I’elegance des resuUats en font dc veritables 
oeuvres d’art. La theorie des invariants dcvait son originc ii 
un Memoire de Boole, inais le vrai fondateur en fut Cayley 
qui sut creer toute une nouvclle branche de FAlgcbre. Syl- 
vester vint ensuite et apporta un grand nombre dc resultats 
nonveaux, parmi lescjuels la decouvcrte des premiers cova- 
riants. L’idee des invariants n’etait pas neuve pour Hermite ; 
une notion generalc sur les invariants s’etait olferte jadis a 
lui, anienee par une consideration purernent aritbmetique. 
11 entre dans la lice, el Sylvester pouvait dire plus tard ; 
« Nous formions alors, Cayley, Hermite ct rnoi, une trinite 
invariantive. » Un calcul symbolique extrernernent ingenieux 
permel a Hermite dc montrer qu’a tout covariant d’une 
forme de degre rn, el qui par rapport aux coefficients de celte 
forme est du degre p, correspond un covariant du degre m 
par rapport aux coefficients d’une forme de degre p. Les 
deux covariants sont d’ailleurs du memo degre par rapport 
aux indeterminees : e’est la celebre loi de reciprocite d’Her- 
mite. Ses applications sont innombrablcs. Pour citer un 
exemple relatif aux invariants, la forme quadratique ayant 
comme invariant de degre ap. la puissance p dc son discri- 
minant, il resulte de la loi de reciprocite quo toutes les 
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formes de degre pair ont un invai'iant du second degre. La 
loi est surtout intcressanle pour les covariants. Hermite de- 
montre que toutes les foinnes binaires, sauf les formes biqua- 
dratiqucs, ont un covariant quadratique. L’importance de 
ces covariants quadra tiques est capitale; on en deduitla no- 
tion de substitution canonique, ceile-ci ctant une substitution 
ramenant le covariant quadraticj[ue a la forme xy. Au moyen 
de cette sul)stitution, des invariants et des covariants d’une 
forme, qu’il cut ete presque impossible d’obtenir jamais en 
fonction explicite des coefficients de cette forme, prennent 
une forme simple. Grace a cette theorie, Hermite decouvre 
I’invariant du dix-huitieme degre des formes du cinquieme 
degre; e’etait Ic premier exemple d’un invariant gauche, 
e’est-a-dire sc reproduisant multiplie par une puissance im- 
paire du determinant de la substitution. Nous devons noter 
particuliercmcut la decouverte des covariants lineaires pour 
les formes de degre impair a partir du cinquieme degre; elle 
a conduit Hermite, au moyen d’un changement de variables 
ell'cctue a I’aidc do deux covarianls lineaires, aux formes- 
types dont les coefficients sont tons des invariants de la forme 
initiale. Une application extrernement interessante de ces 
theoremes generaux concerne les formes du cinquieme degre. 
Ces formes possedent quatre invariants fondamentaux, en 
functions entieres desquels s’cxpriment tons les autres inva- 
riants; les Irois premiers avaient ete decouverts par Sylvester, 
et le quatrieme est I’invariant gauche dont j’ai parle plus 
haut. Les coefficients de la forme-type du cinquieme degre 
s’exprimcnt rationnellement a I’aide de ces invariants; Her- 
mite en deduit qu’oii peut amener toute equation du cin- 
quieme degre ci ne dopendre que de deux parametres qui sont 
des invariants absolus, et la discussion complete de la nature. 
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reelle ou imaginaire, des racines de requation generale du 
cinquieme degre sc fait de la maniere la plus eleg'ante. 

La lecture de ces beaux Mexnoires laisse une impression de 
simplicite et de force ; aucun mathematicien du xix® siecle 
n’eut, plus qu’Hermite, le secret de ces transformations al- 
gebriques profondes et cachees qui, une fois trouvees, pa- 
raissent d’ailleurs si simples. C’est a un tel art du calcul 
algebrique que pensait sans doute Lagrange, qnand il disait 
a Laxoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comnie 
I’Algebre. 

Nous avons dit cj[ue I’objet primitif d’Hermite dans ses 
fitudes sur les formes binaires avait ete arithmetique. II ’vou- 
lait en particulier approfondir cette proposition, que les 
formes a coefficients entiers et en nombre infini, cjui ont les 
memes invariants, neforment qu’un nombre lirnitede classes 
distinctes. II a developpe surtout ses recherches pour les 
formes cubiques et les formes biquadratiques, mais il a indi- 
que sur les formes de degre impair quelconque un theoreme 
bien inattendu, qui se deduit de la consideration des formes- 
types : toutes les formes binaires de degre impair ( a partir du 
cinqiiieme) a coefficients entiers ne forment qu’un seul genre, 
an sens d’Eisenstein, c’est-a-dire sont transformables les unes 
dans les autres par des substitutions lineaires de determinant 
un a coefficients entiers ou fractionnaires. Que de problemes 
restent ouverts dans cette vaste theorie des formes ! quelles 
seront les transcendantes numeriques permettant d’exprimer 
le nombre des classes en fonctions des invariants? c’est le 
secret de I’avenir. 

Detourne par de nouvelles etudes, Hermite ne devait plus 
revenir qu’incidemment sur ses premieres recherches arith- 
metiques; je I’ai entendu plusieurs fois regretter de ne pas 
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avoir approfondi davantage certaines parties des Memoires 
dont je viens d’essayer de donner une idee. Gauss eutsans 
doute de tels regrets eii relisant vers la fin de sa vie ses Dis- 
quisiliones arithmeticce . Une grande cEuvre scientifiqiie 
n’est jamais achevee. Les mcthodes generales introduites par 
Herinite ont ouvert a la theorie des nombres des horizons 
entierement nouveaux qui ne sont pas encore completemeiit 
explores. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupes de la 
theorie des formes ont profondement subi son influence; il 
suffira de citerle beau Memoire de Camille Jordan sur Tequi- 
valence des formes, ct de rappeler que le merveilleux priu- 
cipe de la reduction continuelle s’adapte mime a des rc- 
cherches toutes modernes sur la theorie de certaines fonc- 
tions uniformes. 

Hermite, dans la premiere partie de sa carriere, que je viens 
de retracer, c’est-a-dirc jusque vers i855, fut en relations 
suivies, d’abord avec Jacobi et ensuite avec Dirichlet, qui 
etait peut-etre a cette epoque le plus aptc ale comprendre; 
il avait, a ses debuts, trouve aupres de ces grands gcomctros 
le meilleur accueil et en avait garde un fidele souvenir. Il 
ecrivait encore quelques semaincs avant sa mort qu’il avait 
toujours ete et qu’il serait jusqu’a son dernier jour un dis- 
ciple de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet. Les affinites entre 
esprits de premier ordre sont toujours interessantes etiitiles 
a suivre; le temoignage d’Hermilc a ce sujet est precieux, et 
I’etude de la plus grande partie de son oeuvre le confirme 
bien. Cauchy, qu’il a cependant beaucoup connu, n’a pas 
exerce sur lui, au moins a ses debuts, la meme influence 
scientifique. 
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La Lheorie des fonctions abelienaes n’avaiL jamais cesse de 
preoccuper Hermite depuis I’epoquc oii il ctait eleve al’^lcole 
Polytechnique. 1.1 voulut etendre a ces fonctions le probleme 
de la transfonnation qu’avaient traite avcc tant d’eclat Abel 
ct Jacobi dans le cas des fonctions clliptiquos; son Memoire 
de 1 855 sur la transformation des fonctions abelicnnes cst 
une de ses plus belles oeuvres. Etant donnces Ics deux equa- 
tions diflerendelles qui, pour un radical portant sur un poly- 
nome d’ailleui’s arbitrairc du cinquiemeou du sixieme degre, 
delinissent les fonctions abelicnnes, Hermite considere si- 
inultanement les quinze fonctions uniformes quadruplement 
periodiques introduites par Gdpel et Rosenhain, ct qui sont 
les analogues de snx-, en.u et dn.r. Le probleme dc la trans- 
formation est aloi’s ainsi pose : Pour un polynomc donne, 
determiner un nouveau polynome tel qu’en formant deux 
combinaisons lineaires convenables des equations differen- 
tielles relatives a ce polynomc, les quinze fonctions abe- 
lienucs correspond antes s’expriment rationnellcincnt a I’aide 
des quinze premieres. Pour la solution de ce probleme alge- 
brique, Hermite se place au point de vuc transcendant, et 
cherchc d’abord a etendre aux fonctions @ de deux variables 
I’analyse indiquee jadis dans sa seconde lettre a Jacobi pour 
les fonctions 0 d’unc variable. Mais des difficultds d’une na- 
ture aritlimetique, que n’avait pas connues la thdorie des 
fonctions elliptiques, se pr'esentent dans le nouveau probleme. 
Les periodes des anciennes fonctions doivent 6tre des somrnes 
de multiples des periodes des nouvelles. Or il existe une rela- 
tion bilineaire bien connue entre ces periodes ; les nombres 
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entiers figurant dans la ti'ansformation des periodes ne sont 
done pas arbitraires, ce qui conduit a un ensemble remar- 
quable de substitutions lineaires a coefficients entiers dont 
les proprietes doivent d’abord etre etudiees. Un nombr'e en- 
tier /i joue dansl’etude de ces substitutions un I'dle essentiel; 
la notion de syslemes equivalents et non equivalents se pose 
alors, et il est etabli que le nombre des substitutions non 
equivalentes est egal a i -t- A' -+- /r* +• si k est premier. On 
cn peut conclure que le nombre des transformations dis- 
tinctes des fonctions abeliennes relatives a un nombre pre- 
mier k est egal a 720 x (t -t- />: -+- 4- -t- 4^). En ineine temps 
que ce theoreme fondamental, correspondant an tbeoreme 
d’Abel etde Jacobi sur le nombre 6(n h- 1 ) des transforma- 
tions d’ordre n des fonctions elliptiques (n etant premier ), 
Hermite donne le nioyen de former les relations algebriques 
cnti'e les anciennes et les nouvclles fonctions, I'esolvant ainsi. 
completement le probleme qu’il s’etait pose. Get admirable 
travail, redige d’unc manierc tres concise, a fait robj e t de nom- 
breux commentaires, el ouvert la voie a des rechercbes de na- 
ture variee, dontquclques-unes ne se rapportentqu’indirecle- 
ment a latheoric des fonctions abeliennes. Citonsentre an tres 
le Memoire de Laguerre surle Calcul des systemes lineaires, 
ou sc trouve generalisee la notion des formes quadratiques 
correspondant aux substitutions lineaires indiqueesplus haul; 
en Algebre, 4 un point de vue tout different, la notion im- 
portante de substitution abclicnne, telle qu’clle est utilisee 
par M. Jordan, trouve son point de depart dans une impor- 
tante remarque du Memoire sur la transformation des fonc- 
tions abeliennes. 

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s’in- 
teresser la theorie des fonctions elliptiques. Je crois bien 
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qu’elle a ete son etude de predilection. Les belles formules, 
d’une allure si parfaite, qu’on y rencontre remplissaienl de 
joie, comme il le disait, son clme d’algebriste, ainsi que les 
rapports si remarquables de ces transcendantes avec I’Al- 
gebre et les proprietes des nombres ; les Fundamenta nova 
de Jacobi etaient toujours sur sa table de travail. Une addi- 
tion a la sixieine edition du Traite de Lacroix est restee 
celebre dans la theorie des fonctions doublement perio- 
diques; c’est de I’integration d’une foiiction doublement pe- 
riodique, le longd’un paralielogramme de periodes, qu’Hei'- 
mite, ici disciple de Cauchy, deduit les proprietes fonda- 
mentales de ces fonctions, et en particulier la decomposition 
en elements simples si importante pour le Calcul integral. 

En 1 858, Hermite reprend I’etude de la transformation 
des fonctions elliptiques, et cherche a en approfondir davan- 
tage le mecanisme. II rencontre ainsi une abondante moisson 
et tout d’abord la resolution de I’equation du cinquieme de- 
gre. Jacobi avait montre que, dans la transformation de 
degre n (« etant jjremier), il y a une relation de degre u -(- t 
entre les racines quatrieines de Fancien et du nouveau mo- 
dule; c’est I’equation qu’on appelle Y equation modulaire. 
Deux fonctions vont jouer un role essentiel. Eraployant les 
notations de Jacobi, on sait que ^A' et ^A' sont des fonctions 
uniformes de co = Hermite les designe par f (w) et ^'(w) 

et etudie les transformations qu’elles subissent quand on 
elFectue sur w une substitution lineaire. Le fait que les mo- 
dules satisfaisant a I’equation modulaire s’expriment, en uti- 
lisant les fonctions precedentes, par des fonctions uniformes 
d’un parametre avait vivement frappe Hermite; ileutlepres- 
sentiment que cette circonstance n’etait possible qu’a cause 
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dc la nature singuliere de ces fonclions, et la fonction ®(w) 
sur laquelle il attira si vivcinent I’attention forme le premier 
exemple de ces fonctions, ayant des ligmes de singularites 
essentielles, dont M. Poincare devait plus tard faire une 
etude generale sous le nom da fonclions fuchsieiincs. 

Galois avait enonce quc pour n = 5 , 7, i r les equations 
modulaires sont susceptibles d’un abaissement au degre infe- 
rieur d’une unite; ce resultat, retrouve aussi par M. Betti, 
avait ete verifie par Hermite des I’epoque deja lointaine de 
ses lettres ^ Jacobi. II elTectue maintenant la reduction d’une 
nianiere complete pour n = 5 , en employant pour former 
une reduite une fonction convenable des six racines ; il trouvc 
ainsi une equation du cinquieme degre, susceptible d’etre 
identifiee avec I’equation 

forme a laquelle un geometre anglais, Jerrard, avait ramenc 
I’equation generale du cinquieme degre sans employer 
d’autres irrationnalitcs que des radicaux carres et cubiques. 
a etant donne, I’identi 11 cation conduit a une equation du qua- 
trieme |degre pour trouver le module de la fonction ellip- 
tique. L’equation du cinquieme degre se trouve done resolue, 
en ce sens que ses racines se trouvent represen tecs par des 
expressions s’exprimant simplcment a I’aide de 9(0) et 
Cette resolution de I’equation du cinquieme degre frappa 
viveinent I’attentiondcs geometres et, quelque temps apres, 
Krouecker et Brioschi traitaient la memo question sans faire 
la reduction prealable a I’equation de Jerrard et en utilisant 
la relation algebrique entre le module et le rnultiplicatepr 
dans la transformation du cinquieme ordre. 

Dans un Memoire etendu sur I’equation du cinquieme 
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degre, Hermite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceuxde 
Kronecker et de Briosclii, en utilisant ses anciennes rc- 
cherches sur les formes du cinquieme degre. On trouve, de 
plus, dans ce Memoire, quelques resultats generaux conccr- 
nant les equations de degre quelconque. II y est montre que, 
pour une equation de degre quelconque, on pent former un 
certain nombre d’invariants dont les signes donnent le 
nombre des racines reelles et imaginaires de I’equation; pa- 
reillement on pent former un systemede covariants doubles, 
c’est-a-dire a deux series de variables, servant, comme les 
fonctions de Sturm, a determiner le nombre des racines reelles 
comprises entre deux nombres. Hermite completait ainsi 
d’une maniere remarcjuable ses premieres etudes sur des 
suites analogues a celles de Sturm. 

Nous rencontrons bientdt apres un long Memoire sur la 
theorie des equations modulaires. Pourrealiser effectivement 
I’abaissement de I’equation modulaire dans les trois cas pi'evus 
par Galois, il fallait calculer le discriminant de cette equa- 
tion. Hermite entreprend alors d’une maniere generale une 
etude du discriminant des equations modulaires et sa decom- 
position en facteurs, et est ainsi conduit a d’importantes no- 
tions arithmetiques sur le nombre des classes de formes qua- 
dratiques. La theorie des equations modulaires n’est d’ail- 
leurs pas le seul lien ou la theorie des fonctions elliptiques 
vient se lier a la theorie des formes quadratiques ])inaires de 
determinant negatif. Un autre plus elementaire s’offre lors- 
qu’on developpe en series trigonometriques certains quotients 
de fonctions 0; on obtient ainsi des identites, d’ou decoulent 
des propositions tres cachees d’Arithmetique, et e’est ainsi, 
entre autres resultats, qu’Hermite retrouve les propositions 

^le T.ep'endre pt dp Gauss snr In dprcimnnsitirin dps npTnKi'Ps 
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on trois carres. Ces rapprochements etranges, entre des 
questions de natures si difl'erentes, exergaieiit sur son esprit 
line sorte de fascination et ctaient line des causes de I’attrait 
qu’il eut toujours pour la theorie des fonctions elliptiques. 
Aussi ecrivait-il un jour a propos des travaux de Legendre 
ot de Grauss sur la decomposition des nombres en carres : 
c( Ces illustres geometres, en poursuivant au prix de tant 
d’efforts leurs profondes recherclies sur cette partie de TArith- 
metique superieum, tendaient ainsi a lour insuvers une autre 
region de la Science et donnaicnt un memorable exemplc de 
cette mysterieuse unite, qui se manifeste parfois dans les 
travaux analytiqucs en apparence les plus eloignes. » 

IV. 

De telles analogies et de tcls rapprocliemcnts se rctrouvent 
aussi dans d’autrcs parties des Matliematicjues. La theorie des 
fractions continues en Aritliinetique, e’est-a-dire la represen- 
tation approcliee d'lm nombre incommensurable par un 
nombre rationncl, avait etc etendue aux fonctions d’une va- 
riable. Etant donnee une fonction d’unc variable x devcloppee 
suivant les puissances positive's et entieres de on pent se 
proposer de representer cette fonction par une fonction ra- 
tionnelle de .x*, dont Ic niimerateur et Ic dcnominateiir soient 
de degre n, avee une approximation de Tordre 2n-h i par 
rapport a cette theorie des fractions continues algebriques 
ofire la plus grande analogic avec la theorie des fractions 
continues arithmetiques. Hcrmite, qui s’etait occupe de la 
representation simultanee de plusieurs nombres par des frac- 
tions de meme denominateur; devait naturcllcments’attacher 
au probleme analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode 
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nouveau d’approximations algebriques simultanees le con- 
duisit a une de ses plus belles decouverles, je veux parlei’ de 
la transcendance du nombre e, base des logarilbrnes nepe- 
riens. Son point de depart, dans ce Memoire celebre Sur la 
fonciion exponentielle, public en 1873, est Fapproxiniation 
simultanee d’u n certain nombre d’exponen tielles de la forme o" '’ 
au moyen de fractions rationnelles; les differences entrc ces 
exponen tielles et leurs valeurs approchees sont represcntees 
a raided’integralesdefmies, et ces approximations permcttent 
d’etablir,enfaisanta; = i etensupposantentierslesnombres a, 
que e ne pent satisfaire a aucune equation algcbrique a coef- 
ficients entiers. On savait depuis longtemps former des series 
I'epresentant des nombres transcendants; Liouville parait 
avoir donne le premier de tels exemples, mais ces nombres 
ne jouaient aucun role cn Analyse. L’interet qui s’attacbc a 
un nombre aussi fondamental que e. donnait, au contrairc, 
un prix immense a la demonstration do sa transcendance. 
■Quelques annees apres, M. Lindeniann, en s’inspirant des 
■etudes d’Hermite, demontrait la transcendance du rapport -re 
de la circonference au diametre ; cn merne temps sc trouvait, 
par suite, etablie I’impossibilite de la quadrature du cercle. 
L’etude de ces belles questions a ete, dans ces dernicres an- 
nees, notablement simplifi.ee, mais les principes au fond sont 
restes les memes, et les demonstrations tres simples que nous 
possedons aujourd’hui ont ete suggerees par les methodes 
d’Hermite. 

Apres son Memoffe sur Fexponenticlle, Hermite continua 
ses rechercbes sur les fractions continues algebricpies. On 
connaissait depuis Gauss le role des polynomes de Legendre 

dans le developpement de log ^ en fraction continue, et 
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les recherches de M. Heine etde M. ChristofFel avaient mon- 
tre les rapports de la theorie des fractions continues avec cer- 
taines ecpiations differen tidies lineaires du second ordre. 
Hermite etend tons ces resultats en montrant comment une 
certaine equation lineaire d’ordre /i -h i , generalisant Pequa- 
tion de Gauss, se lie aux modes d’ approximations simultanees 
dont il axait donne une application dans son Memoire Sur la 
fonction exponeniielle ; il etend ainsi, pour ne citer qu’un 
exemple, le resultatde Gauss, en developpant rdogarithmes 

de la forme log^^— — (f = i , //') en fractions conti- 

riues, ce qui le conduit a gcnoraliscr a un point de vue tres 
interessant les polynomes de Legendre. 

Nous avons deja eu I’occasion de dire quo la theorie des 
fractions continues arithmetiques peut se gcneraliser de di- 
verses manieres. De meme, la theorie des fractions continues 
algebriques pent ctre etendue dans des directions diderentes. 
Le probleme suivant paraissait a Hermite de grande impor- 
tance et I’a souvent preoccupc : etant donnees n series S,, 
So, . . S„ procedant suivant les puissances ci'oissanlcs de x, 
determiner les polynomes X,, Xj, X„ de degres jjl,, 
p,o, . . p.„ de maniere a avoir pour la soiumc 

SiX,-hS,X, + ...-t-S„X„ 

une approximation d’ordre p., -h . . . -I- -i- // — i. 11 cm 
donne une solution tres simple dans le cas ou les S sont des 
exponentielles et reussitdans le cas general, pour n= 3, 
a trouver un algorithme conduisant an resultat cherche sans 
avoir de systemcs d’equations i resoudre. Chemin faisant, il 
traite, mais d’une tout autre maniere, le probleme suivant, 
resolu par Tcliebycheff et analogue a un probleme dej^ men- 
tionne d’Arithmetique : Trouver deux polynomes X et Y de 
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degTcs m et dc maniere a avoir pour X + Y — une 
approximation d’ordre m h- /i — 2. L’allure arithmetique, si 
je puis le dire^ de ces prohlemes interessait vivement Her- 
mite; ils se rattachaient pour lui a des questions imjDortantes 
d’Analyse; le Memoire sur e en est la incilleure preuve. II 
avail anterieiirement consacre un elegant Memoire an cas 
particulier de la determination d’un systeme de polynomes 
Y, W, tels que Usinx*-f- V coso; •+• W commence par la 
plus haute puissance possible de la variable; il en avail tire 
line demonstration immMiate du theoreme de Lamlmrt sur 
rincominensurabilite de tc- et peut-etre avait-il songe un ins- 
tant a deduire de ce genre de considerations la transcendante 
de 

La puissance de travail d’Hermite etait considerable. La 
transcendance de les fractions continues algebriques ne lui 
font pas abandonner les fonctions elliptiques. Dos il 

est en possession de Tintegration de Tequation de LamCy 
comme le montrentles feuilles lithographiees de son Cours de 
TEcole Poly technique. En 1877, il commence la publication 
dans les Comptes rendus de son grand Memoire Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques, Les fonc- 
tions doublement periodiques de seconde espece, c’est-a-dire 
les fonctions qui se reproduisent a nn facteur constant pres 
par Taddition dhine periode, jouent un role capital dans le 
travail d’Hermite; il etend a ces fonctions la decomposition 
en elements simples qu’il avail donnee jadis pour les fonc- 
tions de premiere espece. Il est pret alors pour faire Tinte- 
gration d’une equation rencontree par Lame dans la theorie 
de la chaleur. Cette equation lineaire du second ordre.ren- 
ferme une constante arbitraire. Lame en avail fait I’integra- 
tion pour certaines valeurs de cette constante; Hermitc Tin- 
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tegre dans tons les cas au moyen des fonctions doubleinent 
periodiqiies de secondc espoce, et rattaclie a cette integration 
la solution dc quelqucs problemes classiques de Mecanique, 
comme la recherche du mouvement d’un corps solide ayant 
un point fixe et n’ctant soumis a aucune force, et cclui du 
pendule conique. Le cote algebricjue tient aiissi une grande 
place dans ce Mcnioire, et les equations coi'respondant aux 
cas examines par Lame y sont robjctd’une discussion appro- 
fondie. Ces etudes sur requation de Lame out ouvert la voie 
a hien des recherches analytiques; mais, cc qui intercssait le 
plus Hermite, ce sont les applications qu’on en pouvait faire 
a la Mecanique et a rAstronoraic. IjC titre qu’il avait donne 
a son Memoire est a cet egard significatif, ainsi que la sym- 
pathic avec laquelleil suivit les efforts dc Gylden pour intro- 
duire les fonctions ellipticjues en Mecanique celeste. 

J’ai dejahicn longueincnt parle des travanx d’Hermitc sur 
les fonctions ellipti(pics. Je ne puis m’arreter sur toutes les 
questions qu’il a etudiecs dans cette theorie. Que de Me- 
moircs seraicn t encore a citer, renferman t des idees ingenieuscs 
ct originalessur Icsqucllcs ilrcvcnait avec joie : decomposition 
des fonctions douldcmcnt periodiques dc Iroisiemc cspccc, a 
Ic'iquelle M. Appell devait apporter des complements tres im- 
portants, developpeinents des fonctions clliptiques suivaut les 
puissances croissantes dc la variable, recherches des valeurs 
asymptotiques dc quelques fonctions numeriques, ct tant 
d’autres. 

Hermite, comme Kronecker, s’est toujours servi des nota- 
tions dc Jacobi. II sc trouvait trop vieux pour adopter les 
notations de Weierstrass, quand elles ont commence a se 
repandre. Hen reconnaissait sans doute I’avantage au point 
de vue de la theorie generate, et certains invariants mis en 
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evidence etaient fails pour )ui plaire. Mais je crois que la sy- 
metrie introduite le touchait peu, la dissynietrie entre les 
periodes se produisant necessairement dans les applications. 
Rien n’aurait pu le decider a abandonner les fonctions @ ot 
les admirables identites, si precieuses pour I’Arithmetique, 
dont la forme lui etait facniliere depuis tant d’annees. 

V. 

C’est en 1869 qu’Hermite fut nomme professeur a la Fa- 
culte des Sciences. Au debut, il traita de la theorie des equa- 
tions, mais apartir de 1875, abandonnant I’Algebre dansses 
Lepons, il se consacra au Calcul integral et a la theorie des 
fonctions. Ceux qui Pont entendu, etil y en a certainement 
parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne- 
nient incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d’un ton 
grave querelevait par moments I’enthousiasme, oii, apropos 
de la question la plus elementaire, il faisait surgir tout d’un 
coup d’immenses horizons, et ou a cote de la Science d’au- 
jourd’hui on apercevaitla Science de demain. Jamais profes- 
seur ne fut moins didactique, mais ne fut plus vivant. Je ne 
puis, dans mes souvenirs, le comparer qu’a Wurtz; sous des 
formes tres differentes I’enseignement fut pour eux un apos- 
tolat, et j’ai connu des auditeurs peu familiers avec les 
sciences et egares dans les amphitheatres de I’illustre geo- 
metre et de I’illustre chimiste, sortir stupefaitsdevoirqu’une 
leQon d’Analyse et une legon de Chimie pussent etre si poi- 
gnantes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la 
Science, il faisait songer a Pasteur, et il aurait pu faire 
sienne cette phrase qui revenait souvent sur les levres de 
son grand contemporain, que la Science se fait non seu- 
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lement avec I’esprit, mais aussi avec le cocur. C’est cc 
dont temoigne Finepuisable devouement d’Hertnite pour scs 
eleves ; que d’heures il a passees a correspondre avec des geo- 
metres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettaiit 
leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scienti- 
fique, il repondait a tous avec une exquise bienveillance, 
donnant sans compter son temps et ses idees, persuade qu’uii 
savant ne contribue pas seulement aux progres de la Science 
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don- 
nes, particulierement a ceux qui entrent dans la vie scienti- 
fique. Une manifestation grandiose devait montrcr a Her- 
mite, au soir de sa vie, qu’il n’avait pas eu affaire a des 
ingrats; beaucoup d’entre nous ont sans doute assiste a cette 
belle et touchante ceremonie du 24 decembre 1892, ou a etc 
fete son soixante -dixie me anniversaire. 

L’enseignement d’Hermite a la Sorljonne a cxerce une 
tres grande influence. Ses cours ont cte litbograplvies et ont 
ete lus et medites par tous les geometres contemporains. Il 
ne craignait pas de s’arrcter sur les debuts du Calciil inte- 
gral, et il donnait a rellecbir a scs lecteurs sur les sujcts les 
plus elemcntaircs. Ainsi uue rcmarque immediate sur I’ex- 

pression de log' ^ par une integralc dclinic ramene un jour 

a la notion de ce qu’il appelle iine coupure, notion qu’il de- 
vcloppe ensuite d’une maniere gencralc. Les theories fonda- 
mentales de Cauchy relatives aux fonctions d’une variable 
cornplexe tenaient une grande place dans son cours. Vers 
1880, un Memoire de Weierstrass reccmment paru appela 
vivement I’attention; les lecons d’Hermite firent connaitre 
en France les idees du grand analyste allemand. Depuis vingt 
ans, tous les geometres ont etudi<^ dans ces legons la th^orie 
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des fonclions analytiques; les idecs csscnt, idles, degagees de 
tout ce qui est accessoire, y sont raises en evidence avec uin. 
relief singulier. En rarane temps s’apercoit I’esprit precis de 
I’algebriste que fut toujours Hermitc. II aimait certes les 
theordnes generaux, mais a condition qu’on les appliquAt 
ensuitc a quclquc question speciale. Tons les geometres n’on.t 
pas a cetegard les memes besoins; il suffit a quclques-uns de 
jouir d’un bel enonce gend'al et il semble qu'ils craignent 
presque de gater leur plaisir artistique par la pensee d’une 
application a un prol)leme special. Il est licureux, je crois, 
que tous les esprits n’aient pas les memes tendances, mais 
Hermite sur ce point avait une opinion bien arretee. Aussi 
cherchait-il a illustrer par de nombreux cxeinples les propo- 
sitions generales de Weierstrass et de Mittag-Lefller surbi 
theorie des fonclions. Les fonclions elliptiqucs lui donnaient 
un beau champ d’applications. Son cours lui etait I’occasioa 
de traxaux portant toujours une marque personnellc. D’une 
annee a I’autre, il elendait lo cercle des questions Iraitees; 
dans les derniers temps de son enseigneraent, il s’etait atta- 
che particulierement a la theorie des integrales euleriennes. 
Outre les applications qu’il y pouvait faire des ihcorcmes ge- 
neraux de I’Aualyse, il se plaisait dans les transformations 
difficiles des integrales definies, qu’il maniait avec un art 
consomme rappelant les grands geometres dc la premiere 
moitiedusiecle dernier, art qui semble se perdre aujourd’hui. 
Des Memoires elegants sur une extension dc la formule dc 
Stirling et sur la fonction logT(a) furent lie fruit de ces 
nouvelles recherches. 

Hermite, dans ses leqons, ne s’arretait pas a discuter les 
premiers principcs de I’Analyse. Il pensait modestement que 
les etudes de Philosophic mathematique, si en honneur au- 
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jourd’hui, devaieat elre de grande importance, puisque tant 
d’espritseminentss’y adonnent; mais, malgre toute sa bonne 
■volonte, il ne pouvait arriver a s’y interesser. La cause en elait 
])eut-etre dans sa philosophic un pen mystique sur I’essence 
du nombre; il ci'oyait que Ics nombres formcnt no monde 
ayant son existence proprc en dehors de nous, monde dont 
nous pouvons saisir seulement ici-bas c[uelques-unes des har- 
monies profondes. Dans Fantiquite il eut etc platonicien, et 
au moyen age, dans la longue querelle entre le rcalisme et Ic 
nominalisme, il aui'ait suivi Guillaume de Champeanx avec 
les realistes. Dans unc sphere moins elevec, mais dans un 
ordre d’idces sc rattachant a cc (pii jireccde, il avait vu avec 
regrets les efforts faits dcpuis unc vingtaiue d’annoes pour 
introduire Fextremc rigueur dans Fenseigneinent elemen- 
taire. On lit, dans un article ecrit (piclques semalncs avant 
sa mort et destine a un journal d’cnseigneincnt : « L’admi- 
ration, a-t-on dit, est le principe du savoir, • . . ; jc m’autori- 
riscrai de ccttc pensee pour expritner le desir qu’on fasse la 
part plus large, pour les etudiants, aux choscs simples cM, 
belles, qu’a Fextreme rigueur aujourd’hui si en honneur, 
mais bicn pen altrayantc, souvent memc fatigante et sans 
grand profit pour le commcnyant qui n’cn pent comprendi'c 
Finteret. » Toute la methode d’enscigncment d’Hormitc 
tient en raccourci dans ces quelques lignes : personae plus 
que lui ne sut exciter Fadmiration pour les choscs simples et 
belles. 

Arrive au terine de cette lecon, je suis loind’avoir enumerc 
tous les Memoires ou Notes d’Hcrmite qui demanderaient 
line mention. Il faut au moins citer ses recherches sur la 
representation analytique des substitutions, ses belles etudes 
sur les pblynomes ii deux variables qui gen^ralisent les poly- 
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Homes de Legendre, sur Finterpolation, sur les nombres de 
Bernoulli, sur les fonctions splieriques, etc. ; toutes portant 
la trace de sa rare penetration. 

Lagrange vieillissant, a ce que raconte Delambre, avait 
perdu le gout des Mathematiques, et son enthousiasme s’etait 
eteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de I’age ne ra- 
lentirent pas son activite intellectuelle, ni I’interet qu’il pre- 
nait aux choses de la pensee. Sa belle intelligence garda 
jusqu’a la fin toute sa vivacite, et il continuait a suivre de 
pres le inouvement scientifique conternporain. Sans doute, 
chose bien naturelle chez un vieillard de son fige, il avait a 
faire des reserves au sujet de certaines hardiesses de la pensee 
mathematique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain 
qu’il ne I’etait dans d’autres domaines, il aimait a esperer que 
de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de 
durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science ma- 
thematique du siecle. Parfois il regrettait que la theorie 
des nombres fut peu cultivee en France, regret d’autant mieux 
justifie que la penetration fatale de la theorie des nombres 
dans la theorie des fonctions donnera une grande force a 
ceux qui seront peneti-es des principes de rArithmetique su- 
perieure, et que certaines recherches relatives a la fois a 
I’Arithmetique et a I’Analyse des fonctions pourraient don- 
ner, semble-t-il, des aujourd’hui une fructueuse moisson. Il 
se I'appelait qu’il n’aurait jamais pu ecrire son Memoire sur 
la transformation des fonctions abeliennes s’il n’avait ete 
familier avec les questions arithmetiques, exernple de I’appui 
que se preteiit les diverses parties de la Science et du danger 
qu’il y a pour les chercheurs a se cantonner dans des do- 
maines speciaux. 

Dans ses dernieres annees, I’immense correspondance 
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;rmite I’occupait de plus en plus. 11 n’avait jamais aime 
onde, et il en red ou tail les obligations qui ne sont sou- 
pour riiomme d’etude que de grandes pertes de temps, 
te son aclivite exterieure se concenlrait dans de longues 
eries epistolaires avec de lointains amis. Les Mathema- 
5s en formaient une bonne part, mais aussi bien d’autres 
;s, et, entre deux pages consacrees aux fonctions ellip- 
;s et aux nombres de Bernoulli, venait s’intercaler une 
sur la politique europcenne. Ses lectures s’etendaient 
es sujets les plus varies, et son excellente memoire rete- 
tout ce qu’il avail lu. A cote du savant, il y avail chez 
nite un ecrivain. Dans les Notices qu’il eut a ecrire de 
IS a autre, son style grave, exempt de toutes recberches, 
ut une impi'ession profonde; plus d’une page dans sa 
ispondance meriterait d’etre conservee, s’il etait pcrmis 
publier. 

aeuvre d’Hermite se trouve dispersee dans un grand 
are de journaux scientifiques frangais ct etrangers; elle 
dira encore quand elle se trouvera rassernlalee et qu’on 
ra ainsi rnieux juger de sa belle unite. A peu d’exccp- 
pres, les Memoires sont courts. La marche generale dcs 
y est toujours misc avec evidence, mais, surtout dans la 
iere partie de la carriere d’Hei'mitc, la redaction se pre- 
sous une forme synthetique, et le soin d’etablir de nora- 
3es propositions intermediaires, dont I’enonce seul est 
ue, est laisse a la charge du lecteur. Quel fructucux 
:ice que la lecture d’un de ces Memoires fondamentaux 
I’etudiant bien done qui cherche a en retablir tons les 
Is. 

temps n’est pas encore venu, et, d’ailleurs, il ne m’ap- 
ent pas de porter un jugement sur I’oeuvre d’Hermite. 
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Certaines parties de cette oeuvre sont aujourd’hui en pleine 
lumiere et out rendu son nom celebre, d’autres seront dans 
I’avenir la source de belles decouvertes et contribueront en- 
core a sa renommee. Une impression pent loutefois se degager 
de cette etude sommaire. Les Travaux les plus importants 
d’Hermite se rapportent aux functions elliptiques et abe- 
liennes, aux formes algebriques et a la theorie des nombres ; 
mais ces divers Travaux ne sont pas isoles et Ton eprouve uii 
singulier embarras a les faire rentrer dans une classification 
qui, en Mathematiques comme ailleurs, est toujours insuffi- 
sante et provisoire. Les recherchcs sur I’equation du cin- 
quieme dcgre appartiennent-elles a FAlgebre ou a la Theorie 
des fonctions elliptiques, et le Memoire sur la transfonnation 
des fonctions abcliennes releve-t-il de rArithrnetique ou de 
la Theorie des fonctions? Si cependant, en rcstant dans les 
cadres habituels, on veut essa}xu' de delinir le genie d’Her- 
mite, on peut dire que les points de vue arithmetique et algc- 
brique predominent dans son anivre. C’esL en Algebre et en 
Arithmetique qu’il a ete surtout un inventeur et un createur. 
Avec Cayley et Sylvester, il a fonde la theorie des co variants 
des formes algebriques, etles admirables recherches, ou il a 
introduit le continu dans le doinaine du discontiiiu, lui as- 
surent dans la Theorie des nombres, cette reine des Mathe- 
matiques, une place d’honneur a cote des deux grands geo- 
mkres, dont il aimait a se dire le disciple. Gauss et Dirichlet. 
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LIEU GEOMETRIQUE 

5S POLES D’UNE SECTION CONIQUE 

PAR RAPPORT A UNE AUTRE. 


Nouvelles Annales de Mathematiques, Tome 1. 


ane sur xin plan deux sections coniques A, B; on consi- 
tangente menee k la premiere comme une polaire par 
Fautre, et on demande le lieu de son p61e en snpposant 
int de tangence parcourt la courbe A. 

[pport^e la courbe A a un axe et a la tangente au sommet, 
Equation sera ; 

= Q,px 


e sa tangente au point (a, (5); 

PjP = p{x -H a) H- na?a, 

Dudition 


p2 2/>a H- na^. 


Ajk® -\~Bxy-i- . . . =0, 

n de la courbe B, celle de sa polaire par rapport au point 
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sera, comme on sait, 

en Pidentifiant avec I’equation (i) de la tangente, on aura : 

X'_/?-{-7za V' _poc 

“-y.-— p— ; “Y'“y’ 

de telle sorte que si a et ^ etaient efFectivement donnas, ces rela- 
tions d^termineraient les coordonn^es du pole, et y'; on aura 
done requation du lieu cherch^ en ^liminant a et (5 entre ces equa- 
tions et requation ( 2 ). Pour faire le calcul, j’observe qu’elles 
donnent tout d’abord : 

c- Q- 

pX —ny’ P “■ pX— nW ' 
d’ou il resulte en substituant dans ( 2 ), 


d’oii 
et enfin 


_ ^p^y /z/?2V'2 

{pX— /^v';2 - pX— ny ^ {px- j%yy^ ’ 

p- Y '2 = 2 V'(joX'— ny) -h 7 iY'2, 

2/?V'X'- nV'2 ; 


comme X', Y^, V' sont des fonctions lin6aires de x' et y'^ le lieu 
est encore une section conique. 
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Nolwelles Annales de Mathimatiques, Tome I. 


1 . 

1. On saitque Lagrange a fait d^pendre la resolution algebriquc 
de requation g^nerale du cinquieme degr^, de la determinadon 
d’une racine d’une equadon particuUire du sixieme degr^, qu’il 
noinme reduite {Rdsolution des Equations numiriques, 
Note XIIl). De sorte que, si cette reduite etait decomposable en 
facteurs radonnels du second on du troisieme degi'e, on aurait la 
resolution de requadon du cinquieme degre. Je yais essayer de 
demontrer qu’une telle decomposition est impossible. A cet effet, 
j’ai besoin de la proposition suivante due Lagrange [Memoires de 
C Academie de Berlin^ t. 3) et de quelques observations sur les 
permutations - 

2. Deux fonctions semblables non symetriques des racines d’unc 
meme equation X = o peuvent toujours s’exprimer rationnelle- 
ment Tune par Fautre. 

Demonstration. — Onappelle fonctions semblables de racines 
eelles qui varient ensemble ou deviennent les memes pour les 
memes permutations : telles sont 

a-hp, 


(') Get article, ainsi que le pr6c6deiit, sont signds par M. Hermite, au 
Coll^ire Louis-le-Grand f Institution Maverl. E. P. 
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Soient done cp et tj; deux fonctions qiielconques semblables des 
racines d’une Equation, et supposons qu’en permutant les racines 
de toutes les mani^res possibles, la fonction f ait /^ valeurs repre- 
sentees par 

‘P27 •••} fn-lf f/ii 

les valeurs correspondantes de sont 

4'li ^^2, <^3, 

11 est evident, par la theorie des equations, que les n valeurs 
de sont racines d’une Equation de degre n, qu’on obtient en 
effectuant le produit des facteurs 

F(^) = (a? — cpi)(^— cp2)(a?— cpa).. . = o, 

et, par les formules des fonctions sjin^triques, on connait les 
coefficients de cette Equation. 

On a de m^me 


/{a;) =(5? — — — t};,,) =0; 

designons par F'((p^), F'(<po), les valeurs successives de la 
deriv^e de F(^), en remplagant cc par (p^ , fo, • • •, 

F ormons la fonction sui vante du degr^ n — i 


F(a:) 


F(.7:) 




^^2 


F(.^) 




et, par la th6orie des fonctions sym^triques, les coefficients de 
cette fonction sont donnas en fonction des coefficients de X o, 
car on reconnait facilement que les racines de I’^quation X =. o y 
entrent sous forme invariable; done 'k(x) est une fonction ration- 
nelle de Faisant dans cette identity ^ = cp^ ^ le premier membre 

se r^uita son premier terme, carle quotient devientF^(cpi ), 

lorsque ;r=(p^, et tous les autres termes s’^vanouissent : on 
suppose d’ailleurs tous les facteurs in^gaux; done 


de meme 
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3. Application, 


X = H- H- ^57 -i- r == 0 { racines a, p , y ) 

o — ap, = a -h p, 

cpi=ap, cp2 = aY, 93=^PY, 

F(x) = (x — aP)(57 — a^(){x — Py), 

4/ir=aH-P, ^i = CC->ry, 


f(x)= — a— p)(j 


r)(^ — P — T)^ 


F'(cpi) = ap(p— Y)(a-~T). 

( ^ — (xy)(x ~~ i^y) . ^ , 

7T:(a7) =: ilii (a -h P) --h . . . , 

^ ap(p — Yi(“~T) ^ ^ 


et faisant les reductions 


soit 


, . x^ /II r 

'K(x) zrr. H 57 “ -H Q H- - 

apY \a p Y 


x ^ — qx 
r ’ 


X — 57^ — 757 H- 6 ; a = I ; p = 2 ; y = “~ 3 ; tc ( a?) ~ 


572 - 4 - 757 ^ 


donnanta 5 ? siiccessivementles trois valeurs de savoir 2 ; — 3 ; — 6, 
on obtient -)- 3 ; — 2 ; — i ; les trois valeurs de 


4. Tous les coefficients des diviseurs d’une Equation sont des 
fonctions semblables des racines de cette Equation ; par consequent, 
connaissant un de ces coefficients, on pent determiner tous les 
autres, en fonction rationnelle du coefficient connu. 


5. Venons aux permutations : cinq quantites a, y, S, e per~ 
mutees cinq k cinq fournissent cent-vingt permutations qu’on pent 
partageren vingt-quatre groupes de cinq permutations rangees par 
ordre circulaiit; exemple : le premier groupe commence par 
etsa formation estindiquee parl’echelle 2345 1 ; cela veut dire que 
la premiere lettre doit etre remplacee par la seconde; la seconde 
par la troisieme; la troisieme par la quatrieme, etc.; de sorte que 
le second terme de ce groupe est pySea, qui donne le troisieme 
ySeap, etc.; le premier terme du second groupe esta[3yeS; I’^chelle 
de formation est toujours 2345 1 , de sorte que le second terme 
est jSyeSa, et ainsi de suite; les t^tes de groupe sont done fournies 
par les vingt-quatre permutations des quatre lettres j3, y, S, e; ces 
vingt-quatre permutations peuventdonc se diviser en six groupes 
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de quatre termes ranges aussi par ordre derivatif avec F^chelle 
24 i 3, c’est-a-dire a remplacer la premiere lettre par la deuxieme, 
la deuxieme par la quatrieme, la troisieme par la premiere, et la 
quatrieme par la troisieme; ainsi, le premier terme du premier 
groupe etant PySe donne Je second y£[ 3 S, d’ou Ton d^duit le 
troisieme le rqualrieme Les tetes de gi'oupe sont 

donnees par les permutations de yoe et les divers termes par 
I’indice constant 241 3 . 

6 . Soit maintenant Fequation g^nerale du cinquieme degi'e 
(i) — A3a?2^ ^.4^7 — A5 = o (racines a, | 3 , y, s, 0). 

Les coefficients sont supposes reels et rationnels. 

Formons Fequation au produit de deux racines; elle est de la 
forme 

fa) . . . -f-Bio == o racines ^ 

{ ys^ 

Bi, B2, ... sont des coefficients connus, r^els et rationnels, et 
Bi = Ao,* soit/(m, ri^p^ /') une fonction sjin^trique qiielconque 
des cinq quantit^s qui y entrent; remplagons d’abord les cinq quan- 
tiles respectivement par les cinq racines de la premiere ligne, on 
obtient 

/(^P> Py^ y^» -•= 

et ensuite par les cinq racines de la seconde ligne, on obtient 

./(ay, ye, |38, 8a) = 4 /. 

Quelque permutation qu’on fasse entre les racines, cp + (j; ne 
pent prendre plus de six valeurs difiP^rentes. En effet, (p n’est 
susceptible au plus que de cent vingt valeurs diflfdrentes ou de 
vingt-quatre groupes de cinq termes chacun donnas par Fin- 
dice 2345 i; il est Evident par la seule inspection que les cinq 
termes de cLaque groupe deviennent identiques : ainsi le premier 
terme du premier groupe est 

/(«P» Pt? yoj sa); 

et le second terme devient 


/(PY> y3, ea, a|3) 
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egal au premier. Done les cent vingt valeurs de cp et de se 
r^diiisent a vingt-quatre termes donnas par les permutations des 
quatre racines y, S, e, lesquelles se rangent en six groupes 
de quatre termes fournis par I’indice 24 13; mais il est Evident 
que <p se change par cet indice en et vice versa; car PySe, qiii 
appartient a cp, donne en vertu de cet indice yepS qui appartient 
a et ainsi des autre s. 

On prouvera de meme que cptj; n’est susceptible que de six valeurs. 

II. 

7 . Soit 

cp ap -H j3Y - 4 - "fS -h Se 5a, 

= ay -H ye -h £(3 4- pS 4- Sa ; 

I’^qnation d’ou dependent les valeurs de sera done de la forme 

(3) 4“ G 2 a?'' -h . . . -h Ge = o. 

D^signant les six racines par X2, X 3 , . . . , Xc, on aura 

1. (ap 4~ Py “H yS H- Se 4 - sa )(aY 4- y^ 

2 . (ao 4- Se -H £p -h Py Ya)(ap -t- pS -h oy ^\-yz ea ) = X2, 

3. (aY 4- yP pS 4 - Ss 4 - ea)(aS -f- cy 4 - yz -h ep 4- pa) = X 3 , 

4. (aY 4- Y^ Se 4~ Ep 4 - pa)(ae 4- ey 4-- yP pS 4 - Sa ) = X/^, 

5. (as 4“* Ep 4~ Py Y^ oa)(aY 4— y^ ~l“ ^P P^ ) ~ X 5 , 

6. (aS 4“ Se 4“ ey "4- yP Pot)(o^Y "^“Y^ 4- op 4- p£ 4- Ea) = Xq- 

Ges six racines se composent de douze facteurs ; la somme dc 
deux facteurs de la m^me racine est connue et constamment ^gale 
a A2; de plus, chaque facteur a deux ou trois termes en commun 
avec dix autres facteurs, et ces termes communs sont des racines 
de I’dquation (2). Cela posd, je dis que F^quation ( 3 ) ne pent 
admettre un facteur rationnel ni du deuxi^me, ni du troisi^me 
degrd ; supposons qu’il existe un facteur rationnel du deuxi^me 
degr^, et qu’il compi’enne les deux racines , Xo : dans celte hjpo- 
th^se, ces deux racines sont ddterminables et n’impliquent qu’un 
radical carr^ : connaissant le produit et la somme de deux facteurs, 
on connait les facteurs; done, les quatre facteurs qui servent a 
former les racines X^ , X2 sont connus et ne renferment que des 
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radicaux carres. Or, I’equation (2) admet deux cent cinquante- 
deux facteurs du cinquieme degre, tous de la forme 

^5__ Gi h- — G 5 , 

II est evident qiie dans le nombre il existe quatre facteurs ou 
Cl a pour valeiirs les quatre facteurs des racines Ag ; Ci est done 
determine, et ne renferme que des radicaux carres ; et par conse- 
quent tous les autres coefficients Co, C3, G4 sont aussi determines 
d’apres la proposition enoncee (4)- Parmi ces quatre facteurs du 
second degre il y en a deux qui ont deux racines en commun, 
Py et o£ par exemple ; si Ton avail pris les deux racines li et X 4 , on 
trouverait, dans les diviseurs du cinquieme degrd, trois racines en 
commun a[3, yo, 8 s. En tout cas, deux facteurs du cinquieme 
degre qui correspondent a deux racines de I’equation ( 3 ) ont 
soil deux, soit trois racines en commun. D’apres la theorie des 
equations, des racines communes a deux diviseurs peuvent etre 
donnees separement ; done ap est racine d’une equation, soit du 
deuxieme, soit dn troisieme degrd, dont les coefficients ne ren- 
ferment que des radicaux carres; done la valeur de est donnee 
en fonction des coefficients de I’equation (i) et ne renferme que des 
radicaux carres et cubiques; inais a 4 - p pent toujours s’exprimer 
rationnellement en fonction de (2); il s’ensum-'ait done que 
les racines a et p de I’equation du cinquieme degre ne renferme- 
raient que des racines carrees ou cubiques, resultat absurde, qui 
provient de I’admission d’un facteiir rationnel du second degr^ 
dans requation (3); done ce facteur n’existe pas. On ddmontre- 
rait de la meme maniere et a fortiori que cette equation n’a pas 
de facteur rationnel du troisieme degr^ ; et par consequent les 
racines 5 ... ne peuvent s’exprimer en radicaux carres et 

cubiques. 

III. 

8 . Je vais maintenant demontrer comme une consequence de ce 
qui precede que les racines de la reduite de Lagrange ne peuvent 
non plus s’exprimer en radicaux carres et cubiques. En effet, 
rappelons succinctement la maniere d’obtenir cette reduite. On 
pose I’equation 

fxS — 1 = 0, 
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et I’on fait 

^ = a -h -h [JL^Y -f- |jl3o -i- JJL^S, 

d’ou 

^5 = A^-{- ( [J. ( [X2 — I (^3_ ( JJ(_4 1)^(4)=, 0^ 

ou W ^'^7 ^ sont des fonctions determinees des cinq racines de 

I’equation (i); la reduite dont il s’agit a pour racines les valem\s 
que pent prendre une fonction sjinetrique de ces quantitds, pour 
toutes les permutations entre les racines a, [ 3 ^ y, 8, e ; or ces valeurs 
se reduisent a six, par la m^me raison que les valeurs de cp^ sc 
sont rdduites a six (';;7) : i*^ a cause de Tdchelle de permutation 2345 1 
qui les rdduit a vingt-quatre ; 2“ de rechelle 241 3 , qui reduit les 
vingt-quatre a six 5 nommons / une racine quelconque de la rdduite 
de Lagrange et X une racine correspondant a la meme permutation 
de notre Equation ( 3 ). II est Evident que ces quantiles varienl 
simultandment oa restent les memes pour les monies permutations; 
elles sont done des fonctions semblables des racines; I’une pent 
done s’exprimer en fonction rationnelle dc Pautre; on a ainsi 
X = F(/); done, si I ne renfermait que des radicaux carrds el cu- 
biques, il en serait de m^mc de X, ce qui a 6te ddmontrd impossible ; 
done I doit admettre d’autres radicaux; par consequent la rdduite 
de Lagrange est essentiellement irrcductible, n’a pas de facteurs 
rationnels du deuxi(^me et du troisiilime degrd. Or, elle devrait en 
avoir pour que la resolution de I’dquation du cinqui^jme degr^ fiit 
possible, done cette resolution est impossible et a fortiori la 
resolution des Equations de degrd supdrieur. 



EXTRAirS 


DE 

DEUX LETTRES DE M. CHARLES HERMITE 

A M, JACOBI. 

Tome I des Opuscula mathematica de Jacobi, 1846 
et Journal de Crelle, Tome 32 . 

T. 

Paris, Janvier 1848. 

L’dtude de votre Memoire publie dans le Journal de M, Crelle 
sous le Litre : De functionibiis quadrupliciter per iodicis quibus 
theoria transcendentium Abelianarum innititurj m’a conduit, 
pour la division des arguments dans ces fonctions, a un th^or^mo 
analogue a celui que vous avez donn^ dans le troisi^me Volume 
du meme journal, pour obtenir Texpression la plus simple des 
racines des Equations traitdes par Abel. M. Liouville m’a engag'd a 
vous ecrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espdrer 
Monsieur, que vous daignerez Taccueillir avec toute Tindulgence 
dont il a besoin? 

Soil 


v) — — Z 

2a;)(i 

— \'^x)[i — 

u=r 

*■ [cl dx 

+ / 


X 

A(a?> 

Jo 

A(r) 

u'= r 

^ (a' -f- dx 

+ ( 

•’'(a' 4- p>) dy 

Jo 


Jo 

Hr) 

X - 

= Xo(m, u'), 

y= 

: X,(m, u'). 
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Faisons pour abreger 


1 1: 


ces deux quantit^s seront d^terminees simultan^ment par les deux 
racines d’une Equation du second degrd, 


dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de j, 
A(^), A(y); j’ai trouvd qu’ils dtaient de la forme P+ Q A A(j), 
ou P et Q sont des fonctions r-ationnelles de x el y; mais cetLc 
remarque n’est pas essentielle pour ce qui suit. 

Je partirai de ce que les racines simultandes des deux equations 

(A) U" o, \]yl H- Wyrt -h U" o 

sont donndes par les foi'mules 


X —IqI u 


mil / ~ m' 4 -h m"i^ \J - r h~ 


m f.i. 




, , , fni[ i - 1 - m' i'z -h m" i'^ y/— m'" i^ 

^ — — " — * 

Jl 

77 iii 14- m'4 H- 4- 


r / — I 4“ gg H- / - 


en attribuant aux nombres entiers rrt! ^ ni^ ^ les valeurs o, 

Si, n — i, 

Cela pose, soil pour abrdger 


I - - mil ^ 4“ jyi’ i^ 4— m" i^ \/ — i 4~ m^'^ i’f. , 

r — 77ii\ I H- /n' 4 4- m" jg \/ — I 4- 77z'" i\ , 


et designons par y) une fonction rationnelle symdtrique de x 
etjKj et parjo, g, r, s quatre racines de T^quation binome x^-=zi^ 
je dis que Ton aura 


«— 1 n — \ n~l n — l 


Z..X.X.2J/[K“4.“'4)' 

Xi ^M4-* qftt'pm" 


■ /jX4-BA£Xo(/ia, /iw')j4-G A[Xi( 71M, ;(tw^')]4-I) A[Xo(/iw, nw')] nu’)]\, 
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Aj B, Cj D designant des fonctions rationnelles de \{nu^ nu')^ 

Le premier membre peut d’abord se ramener a une fonctioa 
rationnelle de ^0* En effet, d’apres la propriete 

fondamentale des fonctions un terme quelconque, tel que 

/[x„ (« + «'+ y ’ y ] j pourra etre exprime 

rationnellementenXo(w, u'), )v| («, u'), A[Xo(m, «')]) «')]> 

etles quantiles analogues relatives a la division des indices. Or on 
trouve aisement ces formules 


A(/) = (=c-r ^ (a'-t- 

er 

qui montrent que les radicaux carr^s A[Xo(i^, u')]^ u')] 

pourront s’exprimer rationnellement en u')^ Xi(a, u')] car 

en faisant disparaitre les ir rationnelles des Equations (A), pnis les 
differentiant successivement par rapport a u et u’^ on obtiendra 
les expressions des d^rivees partielles en fonction rationnelle 
de \q{u^ u') et X, u'). 

Representons le premier membre de Fdqiiation (B) par cp(w, 
on demontrera bien aisement que 

ki\ — I H- k' U -f- k' 1*3 y/ — i -I- k"’ ii^ ^ ^ ki'^ sj — i -f- k! -+- k \J — i k' 

n n 

= 9 ( 4 ^, id 

quels que soient les entiers k\ k'^, 

En relevant a la puissance on obtient done une fonction 

rationnelle de w'), u’)j qni ne change point en substi- 

tuant a ces quantiles deux autres quelconques des racines simul- 
tanees des equations proposees. II suit de \k et de la th^orie des 
fonctions sjmetriques des racines d’un sjst^me d’^quations a plu- 
sieurs inconnues, quecette fonction pourra etre d6termin6e ration- 
neUement par les coefficients des Equations (A). 

J observe actuellement qu’il a ^t^ introduit les quantiles 

^o(nu, nu') dk^i^nu, nu') dki(nu, nu') dki(nu, nu') i, 

du ’ 21? ’ ^ que Ton 
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pourra eliminer par les formules suivantes : 


da; Mcc) 


(a'p-p'a) 


du.' 


y — a; 


(a -t- pj), 


(,?•- p.')g = (.'p - p'.ig = (.+ px,. 


Or, line fonction rationnelle quelconque des deux radicaux 
A[Xo(^? ^^0]? ^^0] toujours etre mise sous la forme 

a -t- Z? A[Xo(m, w')] - i - c A[Xi(w, zi')] -h <iA[Xo( w, zz')] A[Xi (zz, zz')], 

ce qui ach^ve la demonstration du theoreme enoncd. 

EnsiipposantsuccessiYement/(zr, et f{x^ y)=zxy, 
on aura separement par une somme de — i radicaux 
coefficients d’une equation du second degrd, dontles racines ddter- 
mineront finalement celles des equations pi'oposees. On pourrait 
aussi faire voir qu’il suffit de connaftre Pun d’eux, Pautre se deter- 
minant rationnellement par celui-la. 

Pour obtenir la division des indices, soit 

__ /rz't / — i -4- Z 2 Id z's \/ r h- k"' 4 __ I 
n n 

^ ki\ - I - 4 - A:' z'2 -l- Iv i\ sj k" i\ _ F 


on aura .r,/ — o, yn = o, et les equations a resoudre sei'ont 
(C) U'=:o, U"=o; 


leurs racines seront comprises dans les formules 


mix sj —\ -^m! U-^ m!' v/ — t 4 - m!" ii, mi\ sj — 14- 4- m!’ i!^ v/— r 4 - ml” i\ 

n n 

' m. ixsj — I -4 Z2 -H ml' Z3 sj — 1 4 - m it, mi\sl — 1 4 - m! 4- m" z 3 v/ — i 4 - 7 ?z i\ 


en attribuant aux nombres entiers m, m!’ ^ m!'^ les valeurs 0 , i, 

2 , n — I. Mais si Pon suppose n premier et impair, on verra 
aisement qu’en supposant successivement 


Ii = z'lv/^, ^ 1 = i\ \/— t : l 2 = (xziv/'— i P2 = ^2; 

J 3 = fj. Zi v/^ “H |i.' 4 -4 H /— f , Pj = [X i\ f 4 jx' z ’; 4 z'a /— J ; 

Iji. = [-*■ ii \/ — I 4 (x^ Z 2 4 iz ^ ~ H" ^* 1 ^ f** ^ 2 “^ ^8 ^ 5 
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I4 

on poiirra leur substitiier les suivantes 


X —Iq 

( 

J, 





/ b 

1 1 ^ 

m 

— , 

m 


7 = 


[ /n — 5 

m -t 

\ 

7^ 


nj 


\ ^ 

n ) 

a? = Xo 

( m 

lo 

m 

V \ 

ii), 

7 = 

X. 


To \ 

m — 


\ 

n ' 


nj 


V 

n J 

X — Iq 

f m 

I 3 

— j 

m 

-)> 

r = 


( f'J 



n 


nj 



n J 


[ 

Tv 


fA 



( I 4 


X='ko 

m 

— j 

711 


r = 

1 

jn 

771 ~ ) 

\ 

\ 

n 


nJ 


K 

TZJ 


en excluant la solution z^ro, et donnant a m les valeurs r, 2, . . 

I et a p., [jl', les valeurs o, 1,2, . . i . 

Mais comme les integrales qui entrant dans les expressions 
de u et z/ ont ^t^ prises a la liinite inferieure z^ro, on a 
Ao( — z/j —^u')='ko(u, u’)j —u^)=z'ki(u, u'), d’ou il arrive 

que les — 1 solutions des equations (C) sont egales deux a deux ; 
et il suffira de prendre, dans les formules pr^c^dentes, 772 = i , 
2, 

Soit toujours f{Xj y) une fonction rationnelle et syin^trique 
de X et 7; on etablira d’abord qu’en d^signant par I Tune des 
quantites Ii, L, Isj I4? pari' la quantity correspondante an second 
argument, I’expression 



pent seramener, quel que soit le nombre entier k, a une fonction 
rationnelle de X, Gela rdsulte de ce que les 

radicaux tyj s’expriment eux-m 6 mes 

( 1 \ /I ^ 

, A, ( comme il est facile de Ic 

TV Tl J \ ^ ^ / 

voir d’apres ce qui a 6 ie dit plus haut. 

Cela pose, 1 ’ expression 


- («-i) 



ou lest un entier quelconque, pouira ^tre ramende k une fonction 
rationnelle et symetrique de ^0^“^ “j? que je reprc- 
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senterai, pour abreger, par que Ton clemontrei 

ment jouir de la propriete que 



quel que soit le nombre entier v. 

Done, donnant successivement a I et I' toutes les valeurs 
pondantes comprises dans les formules (D), on pourra cor 
line Equation entierement rationnelle, qui aura pour raci 

valeurs qui en r^sulteront pour la fonction cp • 

II est bien facile de voir que son degr6 sera le nombre 

I -I- /n™ -1- = : 

n — i 

ainsi, T^quation de degr^ — *) laquelle depend la 
inination d’une fonction rationnelle sym^trique de 'Xo(^ 
^1, Ij, peut^tre d^compos^e en^^^ facteurs dudegr^-^ 
au moyen des racines d'une Equation rationnelle du degr^ 

Les Equations de degr(^ 1 (^ — 1 ) sont rdsolubles par ra 
Pour le Lire voir en pen de mots, soit p une racine primii 
rapport au nombre premier /i, on ^tablira d’abord que leurs 
peuvent ^tre repr^sent^es par la formule 



en supposant A' = o, i, 2 , , . j(n — 3); et si Ton cons 
puissance de degr6 — i) de I’expression 

0 

1 

ou 0 est line racine de 6^^ ^ — 1 = 0 , on verra qu’elle p< 

ramen^e a une fonction rationnelle et sym^trique de )vo ( 

que je repr^senterai, pour abr^ger, par 4* 
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l6 

jouira, comme la fonction delapropri6t6 que 



Des lors on demontre ais^ment qii’on pent trouver line fonction 
rationnelle F (x) telle qiie, pour toiites les valeurs de I et F comprises 
clans les formules (D), on ait 



Or, connaissant la fonction tj;, on sail comment en d^duire toutes 
les racines de T^quation proposee. 

Les considerations pr^ce dentes semblent pouvoir s’appliqner 
egalement aux autres classes des transcendantes nomm6es genera- 
lement par Legendre fonctions ultra-elliptiques ; il est facile en 
effet de trouver les formules suivantes. Soil 


A(a7) — (i Ajj.). ..(i 


0/c(x) = 



0/,.(i?7) dx ^ 


posons 

i4o= <[^0(^1) + ...-+- 

Ui=: ^i(a7o) 


Un — -H -h. . . “h 

et soil 

Xq Xq ( Wqj Wj[j • * • 3 
£C“l == Xi ( Mqj Wj[, • • • 3 

3 

Wo, Ui, . . . , Ufi), 

on aura 


A.(^o.) — 6o(i2?o) H- 0 i(a 7 o) •+• 62(^0) 


MXi ) = 0o(^i) 


duQ 


■ 6i(^j) 


1 

dxi 

dUf 


•02(^l) 


dui 

dx^ 

du^ 


a / \ 




dxx 

dUa 


^{Xn) — -4- 02(^;i) 


dXn 

du^ 




dXn 

dUn 
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Les fonctions 9 etant dii degr6 /i, on trouve aussi qiie les racines 
de I’equation du degre 


o = 6o(^) 


dccfc 

du^ 


• 0i(a7) 


dcpjc 

dui 


• ^2(^) 


dxk 

dill 


• 0,i(a7) 


dxk 

dUn 


sont les n fonctions x^, , ^ 2 ? • • •? ^a+i • • •? 

En cherchant a d<^‘ terminer directement le degr^ des (Equations 
relatives a la division des arguments dans les fonctions \ j’ai 616 
conduit a cette remarque, que F^quation alg6brique correspondante 
a r^quation transcendanle 

<t>(ao j -f- 'P(ai ) H- ^(ag) -h. . = [jL<J>(a?) 


a ses coefficients rationnels en x, quel que soil le nombre entier (jl; 
mais voici quelque chose de plus ^tendu. 

0 (x)d,T 

Jo 

nome entier du degr^ ;n, 9(;2;) tin autre polynome d’un dcgr6 
— I . Si Ton suppose n et m premiers entre eux, et si Fon 


Consid^rez la transcendante 


oil F(^) est im poly- 


faitv~:i(m — i)(n — i), on sail que la somme d’lm nombre quel- 
conqiie de pareilles integrales relatives aux variables z, ... 

est reduciible a une somme compos^e de v termes seulement^ dont 
les arguments a^, ..., av„i soht determiners par les racines 
d’lme (Tquation du degr^ v, dont les coefficients sont rationnels 

cn r, • • • • 

Or, si Fon fait x =y z F6quation correspondante a 

Fequation transcendante 


X 


0 ( r ) dx 

yTfWJ 


0 (x)dx 

Jo '{/[PWj’'"" 



(i(x)dx 

WWW\ 



0(.r) dx 


aura tons ses coefficients rationnels en x. 
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IL 

Paris, Aout 1844- 

La bonte avec laquelle vous avec accueilli mes premieres 
recherches sur les fonctions abeliennes m’engage a vous ecrire 
line seconde fois, pour vous soumettre quelques nouveaux resul- 
lats auxquels j’ai conduit par F^tude de vos Ouvrages, en 
essajant d’etendre aux transcendantes plus generales les princi- 
pales theories des fonctions elliptiques. Mon Travail m’a amen^, 
naturellement, a rechercher la demonstration de quelques-uns des 
iheoremes que vous avez dnonc^s dans \t Journal de M. Crelle ; 
c’est aussi, Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de 
vous entretenir d’abo.rd; je m’occuperai surtout de Fexpression de 

sinarQ(i^, x) par sinam^^j si importante pour la th^orie des 

fonctions elliptiques; mais je ne sais si j’aurai veritablement ren- 
contre les principes qui vous ont conduit a ce beau th^oreme. 

En suivant vos notations, je nommerai H(.r), ©(.z?) les deux 
fonctions qui donnent 

T H(ir') 
smam(ir) = — ’ 

el qui satisfont aux conditions 

I 6 (27 H- 2 I K' ) = - e” "K e ( X ) , 

I e(27H-2K) =e(27), 

H (27 -t- 2 J K' ) = - ^ H (27 ), 

I H(27H-2K) = — H(27); 

et voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai princi- 
palemeni. Soil une fonction d^finie par I’^quallon 

(4) 4>(27+ 2iK') + 

et. par la condition de pdriodicite 

(3) <t> (274-4 K) =$(27), 



on trouvera qu’en snpposant 


.(-)=y 


nzoc 

m— rr- 

ame 


les coefficients se d^terminent de la mani^re siiivante : 

de sorte qu’en employant les fonctions H et © on a 
^( 57 ) = A H(;27) H- B 0 (x). 

Cela pos ^5 soienl n un nombre premier, p iin entier coinpris 
entre o el « — i ; faisons a = e " et consid6rons la somme 


H(.x) 

e{x) 


„/ 4K\ „/ 8K\ 


4(/2.-i)K- 


H 




0 


4(/i — i)K’ 


nommons le niimerateur et ^o(^) le denominateur, savoxr : 

^o(x) = e{x) e (x ~'j e (x + ^ 

on d^duit sans peine de la propri6t6 fondamentale des ©, qiii esl 
exprim^e par F^galit^ (i), la condition 

X 7 C ,-irt\ 

^o{x ~\-2iK') = — e " it ' cj>Q(ar)^ 


et il est clair que Ton a 




=cI>o(a7). 


Or ces deux Equations peuvent ^tre ramen^es aux Equations ( 2 ) 
et (3), de la mani^re suivante. Soit(p(;r) une fonction d^finie par 
les deux conditions 




(x-+-iKi) 


et cp(a?-i- 4K1) = : 
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on anra, d’apres ce qui a ete dit tout a I’keure, 

9(57) = A Hi(a 7 ) H- B 01 (27), 

en designant par H| et 0| les fonctions H et 0, dans lesqiielles R 
et K' seraient supposes devenus Kj et K', ; posons ensuite 

Ki 

"K" 1C113U110 iAy * 

facilement 


n et faisons x = ^ ; il viendra, coinme on le voit 


— /2 — ( r -f- / K') 


et. 




T 


nKi 

K ' 


Or ces Equations font voir que Ton aura 

4-o(^) = <P (^ ^) = A H, + B 0, , 

et comme la fonction <I>o est paire, il faut faire A = o et il vient 


$Q(a?) = const. 01 ( 


Je passe actuellement an num^rateur designe par On ^ta- 

hlit immMiatement qukl satisfait encore a r<^quation 

i 

(4) =-e~" 


et Ton pent meme observer que chacun des n produits dont la 
somme le compose la verifie isol^ment. On Lroiive ensuite, en desi- 
gnant par j un nombre entier, 


Si done je pose 
j ’aurai 


^ ( X 



W(x)=:e 


i'K.r 




D’ailleurs de I’^quation fondamentale (4) on tirera 
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iK! 

et en mettant x — 4/^— ^ place de x^ et faisant pour plus de 
clart^ 

T-Fi {x) = IF (x — y 


on en deduit 

■'•Fi (a? -f- 2 tK') = — e 

Ainsi par cette transformation nous sommes entierement ramenes 
a I’equation (4)- Mais on a la condition de periodicity 

... / . 4K\ _ 


done, en raisonnant comme plus liaut, il viendra 

W, (a.) = A H, + B e, . 


Faisons pour la suite ■= 
par rygaiity 


nous aurons le thyoreme exprimy 


/ 4K\ , . / 8K\ 

smam(ic ) h- a sin am ix H — \ -h sin am h- ~ 


- sin am x • 


t[{n — i)K'] 


/ X 

, zK', \ 

/ X 

, sK', \ 


u 4 p j B 0 1 

(m 



J’observe que le premier membre change de signe en augmen- 
tant X de 2K; le nombi'e n ytant impair, il en est de m^me de 
la fonction Hi ; d’ailleurs ne change pas; ainsi il faut 

faire B = o, et il Yient 

. / 4K\ , . r 4(n — OKI 

sm am ( 5 ?) -+- a sin am ( x -1- - — ) -h . . . 4- sin am ^ H — 

= rnncit <!> IV 


4(n — i)K 


-OK I 

Il J 


X . m 

^ -4- 4/> — 


: const, e 


( X , iK\ 

■ const- smam \ Tjr ip — - 


^ ^ ^ / ^‘K'l 
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Je substitue maintenant aux fonctions 0 a periode reelle, les 


7 r.r* 


fonctions analogues 2r(^) = , a la periode imagi- 

naire ^iK!; on troiive 






M 


de sorte qii’a un facteur constant pres, I’expression 




M 


AP 


iK[ 


0 


se transforme en la suivante : 


(m) 


a? . , jK'i 




Hi) 


on Fexponentielle e a disparu; ainsiil vient 


sinain(a?) n- a sinam ( x 


4K\ 
n j 


-h. . sinam 




(x , 

= const. Sinam ( ^ -i- 4/? 


, iK\ 
M+ 4 /^ — 


^‘(m) 

Pour determiner la constante, je multiplie les deux membres par 
sc — iR^, puis je fais sc ~ fK'; en nommant x, y.^ les modules des 
fonctions K, K^ , le terme sinam (.:u) qii’il j a seul lieu de considerer 
dans le premier membre donne i; dans le second il suffit d’avoir 

la valeur de la derivee de 2r^ ^ == Or, on obtient 

sans peine pour resultat : ainsl on a I’egalite 


. /iK' ^ ^ iK[\ 
I . fiK' , M n] 

X = 

jyj Wm ^I(O) 

et Ton en tire apr^s quelques transformations faciles 


Xi 

const. = T.- 


2ri(o) 


Mx ^ I kpi'^x 
^ \ ^ 
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a 3 


Nous voici de la sorte parvenus au theor^me exprime par 

r^galit^ 


v-i 


sin am {a') ~h a sin am 



I sin am cc - 


4(/z--i)K 



I 


Je n’ai plus maintenant qu’a vous emprunter, Monsieur, la me- 
thode par laquelle vous ^tablissezles propri6t^s si remarquables de 
la fonction 

liu) = iQ( w). 

En formant le produit 



IK' 


on aura A -H 4/> — ) = ^(^)5 et Ton en d^duit la formule sui~ 


vante : 




Si (^] 


M 


’i—i) 


- (n—l^ 




-An-l] 


n,„ ( ^^)] 


de laquelle decoule ainsi la demonstration de votre theoreme sitr 
Fexpression algebrique de sinam(^) par sinam^—j* 

La metbode pr6cedente est fondle principalement sur ce carac- 
t^re, digne de toute notre attention, de la fonction sinam(;r), 
d’etre exprimable par le quotient de deux fonctions d^veloppables 
en series, toujours convergentes, et qui restent les memes, ou ne 
font qii’acqu^rir un facteur commun, en augmentant Fargmnent 
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de certaines qiiantites constantes. Tel est le lien si simple par 
lequel se trouve rattaclie, aiix notions analytiqnes ^l^mentaires, 
Pensemble des propriet^s caracteristiques de la noiivelle transcen- 
dante, qui ont leur source dans le principe de la double periode. 
Mais il est important d’abord d’ observer, dans toute fonction 
rationnelle de sinam(jr), i’analogie des fonclions qui jouent les 
rdles de numerateur et de d^nominateur, avec les fonclions H et0. 
A cet effet, je considere la fonction homogene d’un degr^ quel- 
conque n : 

= AH'^(57) -h 0(rj7) -h. . .“H LH(a7) 0'^-^ (a?) 4 - I 0'^ (ii?). 

On trouve bien facilement, d’apres chaqiie terme en particulier, 

_«iT: .. 

-h 2 tK') = (— 

on a d’ailleurs 

ainsi dans ce cas general, Fexpression analytique du caractere de 
la double periodiciL(^ se pr^sente sous la meme forme que pour la 
fonction sinam(^). Introduisons aussi la fonction 

H'(ir) 0 (a?) — H(a?) 0'(rr), 

qui repr^sente le numerateur de la deriv^e de ; en la designant 
un instant par aura sans peine 

X(^-+-2K) = — x(a?), 

De la resulte que la fonction suivante 

(a) II(a?) = AH«(a7) -h (a?) 0(a?) LH (a?) 0«-i(a7)-4- I 0^^(a7) 

-H[H'(a‘)0(a7)~H(a:)0Xa7)] 

X [ 0(a?) - 1 - ... 4- F 

donnera encore 

n(a;-+-4K) = n(a7), n(a; + 2{'K') = (— 

Mais on ne pent pas satisfaire a ces deux equations par une solu- 
tion plus generale que la fonction definie par Fequation (a) qui 
renferme 2/1 constantes arbitraires. 
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Supposons en effet 


arne 


ITCX 

'“iir. 


la seconde Equation donnera facllement 


d’ou 




k 6tant iin nombre entier positif ou n^gatif. On voit par la que 
tons les coefficients s’obtiendront an moyen des quantiles ao, 
. . .5 CL^n^K q^ii restent arbitraires. Si a la condition 

n(;r H- 4K) = 

on siibstitue la condition plus particuli^re 
n(ir -h- 2K) = — n(a?), 


tons les coefficien ts a indices pairs devront ^tre nuls^ ce qui r( 5 duira 
a moiti6 le nombre des cons tan tes arbitraires. 

Ainsl je consid^re I’expression 

s r^r . « / M <3? sin am (.r) 

sin am(a7) F [sm2am(a?)J ^ ^ /[sm^am (a?)], 


ou Vi^x) et f{x) d^signent deux fonctions enti^res, Tune du 
degr^ m, Tautre du degrd m — i; je remplace sinain(^) par 

le num^raleur 
n(rr) = 0(^)2'^+! 

_ £_ Hq^)e(a7) — H(a?)e7^ ) A I H2(^) ~|) 

v^rifiera les deux Equations 

D(ii?-H2K) = — n(ir), n(ii 7 -f- 2tK ) = — e ^ n(a?) 

ind^pendamment des valeurs des coefficients an nombre de 
2 m 4- 1 qu’il renferme ; il en repr^sentera done la solution la plus 
g^n^rale. Mais, d’une autre part, je consid^re le produit des 
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2 7?? + I facte urs 

a a^) — H(a7H- a^m) h- ^ 

il salisfait evidemment a la premiere des equations precedentes, et 
Ton voit sans peine qu’il verifiera la seconde, en assujettissant les 
constantes a \ , <22, . • *, <^27n+<3 ^ seiile condition 

<^1 -H ^^2 . -r* CL<im~^ Ct 2 m-\-i — j 

/ etant un nombre entier quelconque. En introduisant un factenr 
constant, on aura une nouvelle expression de la solution g^ndrale, 
dont la comparaison avec la premiere donne le th^oreme exprime 
par r^galite 

sin am (5?) F [sin2am(a;)] -/[sin^ am (a?)] 

H(a7 -h ai) a2 ). . h- ) 

— const. 02m+l(^*') 


Ainsi nous obtenons, sous la forme tromee par Abel^ les pro- 
prietes fondamentales des fonctions elliptiques relatives a 
V addition des arguments. 

Dans le cas le plus simple, celui de /n = i , on aura 

r • / X AT c;? sin am (a?) 

smama;[sin2am(a7) A] — B ^ 

_ Hfa? -h ^1 ) H(a? -t- <22) IKa? — — a^) 


Les coefficients A, B dependent des quantites a^ et ao, au moyen 
des deux equations qui expriment que le premier membre s’annule 
pour a; ~ — x= — a^. 

Si Ton suppose = — ^2, on trouvera 


B = 0 , A= — sin2am(ai), 

ce qui donnera 

/xr-o / -o / 1 — a{) 

sinam(a7)[sin2am(:?7) — sm2am(aj)] — const. — ^ ^ ^ 

et par suite 

• o /X • « /X H (a? -h ai ) H(a7 — ai ) 

sm2am(a7) — sin2am(ai ) = const. — — ^ ? 

log[sin2am(5?) •— sin2am(ai )] 

= const.-i-logHfa? H- ai) -4-logH(ir — Ui) — 2 logB(x'), 
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Cette derniere equation conduit a la th^orie des fonctions de 
troisieine esp^ce, en diff^rentiant par rapport a ai, et int^grani 
par rapport a x. 

Mais je reprends les deux equations 
n(a7-h 4K) = n(ir), n(^ H- ‘liK' ) = ( — i/^c? ^ n(^-), 

dont la solution gdn^rale est donn^e par Fexpression 


-+-[H (x)e(x)-U{x)e'{xj\ 

X [ A' {x)-hB ' ( a; ) 0 ( ^ ) H- . . . -h F 0"-2 ( a? )r. 


-P ■ 


En faisant a — e " et 

/ iK\ / 8K\ 

= Xl{x ) «+- all -I — j -4- ^ ^ j -+-••• 

-h a«-"i 1 

on aura toujours la seconde Equation 

~h ‘2 iK') = (— l)'^<2 ^ 


.np+ J, 




mais de plus 


Posant done 


j = a-y 


W(a7)r=e 


il viendra 






K W{X 


n / 


Je mets a la place du facteur ( — i)", 6'“’', et je fais 
= «P -h - I jK'] ; 


j’obtiendrai par la les deux Equations 
!K 


On aurait pu faire plus g^n^ralement 

(n.— v)K 1^1 

n ^ n J 




Vi( 


;a:) = wj^a 
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V designant iinnombre impair quelconqiiCj etl’ou serait arrive aux 
memes conditions. En faisant 

JL — 

M “ ' 

on trouvera, comma jePai deja etabli, qua le noxnbre n soil impair 
on pair, 

Nous voici done parvenu au th^or^me exprimd par I’egalitd sui- 
vante : 

U{x ) -f 

= ^ r [u + ] L M ^ — J 

Sans m’arreter a la determination das constanles a, 6, il estclair 
qu’en remplaQant a successivement par toutes les racines de Feqxra- 
tion binome ™ i , on en faisant p=o, i , 2 , . . . , n — i , on aura 
un systeme de n equations lindaires qui donneront 

n — l 


b 

1 

1 

a-U( X -t-. . 

a^i-in [a? H- — 


V /i j 

V ^ / 

L 

/i J 


n(ar) = 2 


17:.%' 

/TC 


- bpQi 


X piK' — ( n - - V VK ~ 


pcK ' — (n — V ) K" 

nm 


Cette nouvelle expression de la fonction n(.r) conduit au develop- 
pement en serie de toute fonction rationnelle de sin am (^) et de sa 
derivee. j^J’ai remarqu^ a ce sujet qu’en cberchant le d^veloppe- 
ment de la fonction 

TZ.r^ 

2r(57) = eVKiv'0(^)^ 

d’apr^s celui de 


Q(x) ~i—2q COS — -i- 2g^ "K ‘ ’ 

r V, 

=r I -h > {~iyi \ + e 

Jfmn. 


■ (/x + wK.' 




. on arrivait au resultat suivant : 
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‘■^9 


La fonction donne de meme 


(— 




[a*- (2/2 -hi) 


jHir-/ 1 

)J 


La thc^orie de la transformation decoiile bien simplement des 
memes principes. Considerez, en effetj la somme oula somme des 
produits 2 a 2 , 3 a 3, etc., ou le produit des n fonctions (n ^tant 
impair) : 


0 ( X ) 


H 



0 




II ^ -f 


8K\ 

p ] 


8 K \ 


/ O IV \ 


n 

/] ( n 

_l„ j 




71 

0 

4( n 

- I )K“ 

X - 4 - 

ii 


Soient (x) le numerateur, d>o (x) le denominateur : pour Fune 
et pour Fautre de ces deux fonctions on trouve les conditions 


desquelles il resulte 

< 1 ., c^) = A, H, 4 -I - 0 , , 

«I.„(a?) = AoU, i- U„ei . 

Or la fonction <I>| (x) sera paire on impaire scion qii’elle sera rela- 
tive a une somme de produits d’lin nombrc pair ou d’un nombre 
impair de fonctions. Dans le premier cas, on devra faire A, : ■ o, 
dans le second, ~ o ; d’ailleurs pour on a toujours Ao: o. 

De la resulte que la somme des produits 2 {1 2 , 4 ^ 4? • • • ? ^ i 
k n — I des quantit(^s 


11(57) 

H( 

f 4 K\ 

n J 

II 

4 ( n — 

X -4. 

n 

iilij 

%{x)’ 

e( 

( 

57 4 - 

V n / 

0 

X -4 ^ 

n 

iii^j 


est constante, et qu’elles peuvent 4tre consid<^r^es comme les 
racines d’une Equation du degr^, dont les coefficients sont 


IL 

des fonctions du premier degr6 de — 

01 



/ n Ki 

i,ir 


• On en conclut 
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3o 

Texpression connue de cette derniere fonction, par ime fonction 
rationnelle de Tune quelconque des quantiles precedentes, etc. 

Tonies cesproprietes, speckles ala fonction a double peri ode y . 

decoulent immediatement, comme on le voit, de Tequation de de- 
finition des fonctions H el © simplement periodiques; on peut 
meme remarquer la grande extension qiie regoit le d^veloppement 
en produit infini de sinam(.3;)j qni a ete obtenu la premiere fois 
comme consequence des formules de transformation, an moyende 
Tegalite obtenue plus haul, savoir : 

sinam(^) F[sin2am(;r)] / [sm2am(rr )] 


= const. 


H(.r H- ^ 1 ) H ( .r H- ) . . .Hfa? -H a 2 m+i ) 

02m-+-l(57) 


Jusqu’a present, je n’ose point encore esp^rer, Monsieur, d’appli- 
quer avec succes la inethode precedente a Tanalyse des fonctions 
de deux variables a quatre periodes simultanees; ce sera done sous 
un autre point de vue que je vais essayer de Her en quelques 
points, par des resultats analogues, la theorie des fonctions abe- 
liennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions 
de troisieme espece, et sous la forme suivante : 


rV/t,a Lh \ dx / i^a iib \ dy'^ 

J 1 — a X — b j tax \y — ci y — b ) t^y \’ 


rintegrale elant assiijettie a s’6vanouir, lorsque Fon fait a la fois 
x = o^ y=-o^ representant la racine carree du polynome 

pitX^ . Je la d^signerai par 
n( c, a, P), lorsqu’on y aura fait les substitutions x = \ p), 

y “ p), les nouvelles variables et p ^tant comme a Fordi- 

naire 



et de meme a — Xo(a, p), b ~ \ (a, P). On aura alors les expres- 
sions suivantes des coefficients differentiels 


<5?n . x-\-y — a X y — h 

= La - 4 - Lb r-, > 

du (a — j) [b-~x){b-~j) 

dU. _ La Lb 

dQ ■“ {^a — x)i^a~y) {b —x)(^b —y)' 
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J’introduirai pareillement les variables u el v dans les fonctioas de 
seconde espece, savoir : 

r / .r2 dT dy \ C ! dx y^ dy\ ^ 

J [ Ax Ay J ^ J [ Ax Ajk / ’ 
elles deviendront respectivement 

^ [( ^0 , 

^ [( -}- Xq X j -4- a|) - — Xo Xi ( Xo H- Xj ) j . 

Gela pose, la premiere ^tant d^sign^e pour iin instant par p), , 
et la seconde par (^/, p) 2 j je ferai 

Ei(m, P) = 2J04(m, P)i-1- 3jt?6(M, P)2 Ct Ej ( W, P ) =/3g(z^, p)i; 

on aura alors le th^or^me exprim^ par I’dgalit^ suivante : 

(i) 2n( M, p, «, p)->2n(qc, p, u, p) 

= /?3(ap -- p w) H- aEi( w, p)h- pE2(/^, p) — ziEifa, P) — pE2(a, P), 

de laquelle se tirent les valeurs des fonctions completes. Prenons 
en eflet pour u el v deux demi-p^riodes simultan^es y, les va- 
leurs correspondantes de ^ et jk donneront A(x) — o, A(y) =.- o ; 
ainsi Ton aura 

2 na’,y, a, p)=:;? 3 (ay--Pi)+aEi(i,y)-HpE 2 (?;y l-'-tEifa, P)-yE 2 (a, P). 

On remarque sur cette expression un singuHer genre de disconti- 
nuity de la fonction H. En ejOTet, les arguments w, p, ytant quel- 
conques, il est hors de doute que Ton pent, sans alt6rer sa valeur, 
ajoLiter les pyriodes simultanyes aux arguments a, mais si Ton 
suppose ^”7? la fonction deviendra uniquement pyriodique 

pour ces indices ; c’est ce que Ton vyrifie aisyment sur la valeur 
prycydente. 

L’ygality (j) pent ^tre transformye en une autre plus simple. 
Posons 

Zi(w, p) = Ei(i^, p) — Aw —Bp, ZsCm, p) -= EaCw, p) — A'w — B'p 
et dyterminons A, B, A', par les conditions 

Ai-f- By =:Ei(t,y), Ai'n- By' = Ei(G/')^ 

Ali -h B'y = E 2 (f, y ), A'l'-h B^^ = j')i 
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i’, f designaat deux autres demi-periodes simiiltandes. Faisons en 
outre 

<!>(«, V, a, P) = 2n(it, f>, a, P)-huZi{(x., vZ^_(a, — c(av — ^u), 

c etant une constante dont la valeur est c = pj + B — A', il viendra 

, 2) u,f’,a,Pj — ^(a, P, M, e) = — C(a(^ — P a j. 

Dans le theoreme exprimd par cette dgalitd, la fonctioii <l>, comme 
il est aise de voir, jouira de la propridtd que 

r-T-a/, a, p) = 4 >(zi, p, a, P), 

'P(u-f-2i', P-f- 2/, a, P) = p, a, pj; 


ainsi on obtiendrait une function sdpareinent pdriodique en w et 
en p, en prenant 


p, a, P) = <[> 


Peut-etre cela conduira-t-il a un ddveloppement de la fonctlon 

de la forme 'Sam,ne^~' J’ai remarque a ce sujol quo, le 

theoreme d’Abel permettant d’exprimer algdbriquement 




au mojen de 





et 





on obtenaitun nouveau genre de reduction des fonctions de deux 
variables a des fonctions algdbriques de fonctions d’liiie variable, 
parfaitement analogue a celui que vous na’avez fait. Monsieur, 
I’bonneur de m’ecrire; mais ce cas particulier, auquel j’ai dtd 

ainsi amene, ne m’a point sembld moins difficile a traiter que le cas 
general. 

Quoi qu’il en soil, le th^or^me d’Abel donnera, pour I’addition 
des arguments dans la fonction H, I’dgalitd 

Tl{u-i-u\ P-H p', a, p) 

= n(«, O, a, P)-t-n(M', p', a, P)-Hlog/(«, P, U’, p', a, p), 
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eL Ton aura de meme ( ‘ ) 

( 3) (l*( u u\ P -h p', oc, p) 

= P, a, a, P) r, u', p'. a, (3). 

L’egalite (si)^ aii moyen de laqiielle on pent fairc Tecliange simiil- 
tane des arguments o et a, nous donnera le tKeoreme corres- 
pondant : • 

^(a, p, u -h zy/, (’ H- p' ) 

= cl>(a, [3, u, pj-+-<I>(a, p, 7//, P')-4-Iog/(z7., P, 7//, P^ a, P), 

auquel on pourrait arrivcr aiissi par une voie directe. Cela pose, je 
mets dans Tequation (3), a la jdacc de u\ r, rcspectivement, 
i -F- //, i 4- u’, y -f- / H- v’ ] il viendra 

<I> (' a -f- It. H- A 7, p -+- p' -1- A y , a, P ) 

= <I>(7Y -i- 7, p -i-y , a, P) -I- ^ 1 ^( 77 /- !- /, p'-hy, a, p ) 

, 4- “h 4 p.H-y, 4 a, p), 

ou bien 

^14 ft. -H Li\ P -h p', a, P) 

~ <I>(77 -h 4 a, P) 4- <I>(7Y/-h 4 P) 

-H log'/( W -4 4 P Ti“y, 4 ?)• 

Cela etant, je fais a = u — u' ^ p = y — ce qui donnc 

U 4 - 77 ', V 4- p', 77 -- 77 /, P — p') 

r=: <!:> ( U 4- 4 ^-./5 P') “1“ 4 “+■ /> ^^4 P — P' ) 

4- log/( 77 4- 4 p ■+•./? 4 — ^^4 p — P^' 

Je change cnsuite u\ en — 7/4 — Coininc la fonction <[> 
change de signe avec les deux arguments 7 /, e, Ic terrne 
<I>( — 77 / 4-4 — j\ ••*) s’ecrire — <E>(74 — 4 — ,/4 •••)7 

el, en ajoutant aiix deux premiers arguments leurs pexnodes a 4 
iy4 — ^I>(77/-1- 4 + y4 • • •)? sorte qu’il viendra 

<!>( 77 , — u\ P — p 4 77. -i- 774 4- p') 

= '!>( U 4- 7, p 4-y4 7Y 4- 7 y4 p 4- p') — <I>(7 y' 4- 4 p'H” ^4 H- ^^4 P ^') 
4~ iog/( 77 4- 4 p ■+• y4 / — ^^'4 y — p 4 -1- ^4 p p')- 

En ajoutant membre a membre les deux derni^res ^galit(^s, et 


( 4 La fonction designee ici par / est le carr^ de la prdcMente. 
M. - I. 


E. P. 
3 
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developpant dans le second membre par le theoreme siir I’addition 
des deux derniers arguments, il viendra 

+ u'^ V -h (>', ll — u\ V — v’) u', P — v', U u\ P -H p' ) 

= 2‘l>(ziH-z, u, p) — I, p'-hy, u\ p')-hfonct. log^ 

Enfin, si I’on applique au premier membre le theoreme 
r, a, fJ) — <E>(a, |3, u, v) ■= — c{a.v — ^it), 
on obtiendra I’egalite 

U\ P H- P', U — U\ P — P') 

= PH-/; U, — -V- ^^'5 p') 

— c(mp'— u' H- une fonct. log% 


par laqiielle la reduction des fonctions elliptiques de troisieme 
espece est etendue aux fonctions abdliennes. 

Mais j’ai entrevu un autre genre de demonstration, fondee sur 
des considerations toutes dilFerentes, et dont je vais essayer do 
donner I’idee en Fappliquant aux fonctions elliptiques. 

Soit, comme a I’ordinaire, 


posons 


ti{x) = /[(r — a?2)(i — 

A(a)dx 

""“i 


■ a) A(a?) 


on trouvera facilement 
dz 


A(a) 


da 






A(a;) 


X — a a 


et, en diflferentiant de nouveau par rapport a a, 

C— ^ 

Jo 


A(a) 
da 


[x — 


D'ailleurs on a immediatement 



on en concliit cette equation 


d 



da 


^{a) 



dx 


A(x) — 


iax2 A( 


«) r 

Jo 


dx 

TJ^) 


+ 


A(^-} 

a2 
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En prenant pour variables independanles les arguments ^ et a des 
fonctions 

= sinam(^), « = siaam(a), 

et mettant A[am(a)] au lieu dc A[sinam(a)], il viendra 

d'^z d-z / XAP / NT 

TTT = "TFT — ax.2 ?sinam(a) A[am(a)] H- - 

da- w L \ /A sm2am(a) 


E(a) = sin2am(a)c^a et ^=~K2^E(a) — J * ^ 


da 

sinam(a) 


d’^u d^^u - ^ . > N .V > N 


Consid^rons done I’egalit^ 


= f - 

JtA SI 


A [am (a)] d\ 


sin am (^) — sinam(a) 


•x2^E(a) 


sinam(a} 


:F(a + 0 +/(«-?)• 


En faisant ^ = o, 


F(a)4-/(a) =1’ ^ 


da 

sinam(aj' 


on trouverail dc meme, pour a = o. 




I^(a)H-/(«) = F(a)-^/(— a) ou /(a)=/(— a). 

Je m’arrtite un instant a cette remarque ; car, sans aller plus loin, 
onpeut tirer de la les tlnion'imes fondamentaux des fonctions ellip- 
tlques. En elFet, en diffdrentiant par rapport i\ il vient 


A[arn ((z)) 

siaam(^) -- sinam(a) 


.x2E(a) = F(aH-0-/'(a-0. 


Faisant snccessivement ^z=: x x — et retrancliant on 

obtient r^galitc^ 

A[am(a)] A[am(cc)] 

sin am(^ -I- a) — sinam(a) sinam(^ — a) — sinam(a) 

= {a X a) — F'(a x — a) —/'(a — x — «)-+-/' (a — 
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Or la fonction f'{x) etant impaire, on voiL immediatement que lo 
second membre est sjmeLrique par rapport a x et a; on aura don(‘. 

A [am (a)] A[am(a)j 

sin am 4- a) — sin a in (a) sin am — a) — sin am (a ) 

A[am(^)'| A[am(.'?7)] 

sinam(a H- a) — sinain(a7) sinain(a — a) — sin am (ir ) 

De la se lire le theoreine d’Euler sur Faddition des fonctions ellip- 
liqnes. Soit en effet a = o, on aura 

I 1 

sin am (5? -ha) sin am (.9? — a) 

_ A [am (a?)] A[am(; 2 ?)] 

sinam(a) — sinam(a*) sin am(a) -h sinam (^) 

_ 2 sinam (a) A[am(^)] 
sin2am(aj — sin2am(aq’ 

et permutant ^ et a 

r ^ _ ‘.isin am(a?) A[am(a)] 

sinain(i«7-h a) sin am (or — a) ~ sin^amfo?) — sin2am(a)’ 

done, en ajoutant membre a inembrc 

. I __ sinam(a?) A[am(a)] — sin am (a) A[am (.y)] ^ 

sinam(57-ha) sin2am(a7) — sin2am(a) ^ 

ce qui se ramene sans difficulte a la form ale connue. De la memo 
source on tire encore le theoreme sur Faddition des arguments dans 
la fonction de troisierne espece, en operant ainsi que je Fai fait 
dans une lettre adressee a M. Liouville, imprimee deja dans les 
Comptes renduSj et qui paraitra de nouveau dans le prochain 
numi^ro du Journai de Mathematiques. II ne serait pas difficile 
d’arriver ala forme que vous prenez ordinairement, Monsieur, pour 
les fonctions de troisierne espece; il suflirait pour cela de partir de 
la formule suivante, que Fon demontrerait comme prcmcklem- 
ment; savoir, i etant une quelconque des quantiles qui donnent 
sin am + i) — sinam( — i) : 

A[am (g -h i)] A[am.(a--h i)] 

sinam(^-h a) — sinam(a-h t) sinain(57 — a) — sin am (a -h i) 

_ A[am(a7H- 0] A[am(.r-ht)] 

sinam(g -ha) — sinam(^ -h t) sinam(g — a) — sinam(g? -h i)’ 

et de prendre I tel que = o. 

^ ^ sin am (i) 
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Mais je reviens a I’egalite 


Jo sin 


A[am(a)] 
am (^) — sin am( 


- f =F(a-H^) +./(«-$). 

a) J sinam(a) ^ 


Changeons a en — a, puis rctranclions membre a membrej il 
viendra 


f- 

Jo SI 


2sinam(«) A[am(a )] 


n2am(^) — sin2am(o() 


E(«) 


Le second membre pourra encore evideinment ^Lre repr^sente par 
F (a H- -{-f{cL — ^)j eL pnisqiie le premier s’annulc pour ^ = o, 
et a=o, par F(^-|-a) — F(i — a), F 6lant line foncLion paire. 
Pour la dc^termlner, dinerentions par rapport a puis falsons 
^ = Oj il viendra 

^.sinamfa) A[am(a)l ^ ^ 

2F^(a) 

sin2am(a) ^ 

d’oLij en posanl Z(a) = j F(a) rfa : 

F(a) — ilogsin2am(a) -h Z(a) ; 

il vient done celLe egalile 

2 sin am(a) A[am(a')] 

Jq sin2am(^) — siri2am(a) 

K 1-1 sin2am(S — a) ..rr, ^ 

= — 2x2^E(a) -h 77 7 — [/-(? — a) Z(^ ,- 4 - a)] 

de laquelle so conclul sans peine tout Je rcstc do cello recherche. 



SUR LA DIVISION 


D ]■: s 

FONCTIONS ABELIENNES 

OU UlTRA-EllIPTIQUESC). 


Mimoires pj'esentes par divers Savants etrangers 
d VAcademie des Sciences, Tome X. 


L’objet principal du premier M^moire d’Abel sur la th^orie 
des fonctions elliptiques est la resolution des equations relatives 
a leur division en parties egales. Le beau resultat auquel il esl 
parvenuj savoir, que cette resolution est to uj ours possible a I’aide 
de radicaux, en supposant connue la division de la fonction com- 
plete, pent etre etendu aux transcendanles d’ordre plus dlevd 
nommees par Legendre fonctions ultra-elliptiqiies , an moyen des 
nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fonde leur theorie. 

C’est ce qu’on va essayer de faire voir, en considdrant d’abord 
les transcendanles qui sont I’objet du Memoire intitule : De func- 
tionibiis quadrupliciter periodicis quibus theoria transcenden- 
tiiim Abelianariim innititur {Journal de Crelle, t. 13, p. 55). 

I, 

Soil 

A(^) = \/^(i — :r)(r ~-p\x){i—pl(r){i^plx) : 

considerez les fonctions x ely determinees par les deux equations 
(q;h- ^x)dx ^y) dy ___ 

F {«^+^'y)dy __ ^ , 

Jo X 


(^} Ce Memoire est sign^ de M. Hermite, 61eve de I’Ecole Polytechnique. 

E. P. 



el soil 

x = 'Kq{Uj ii')^ y — \i(u, ic'). 

La propriete fondamentale de ces fonctions de deux variables 
consiste en que les quantiles 

Xo ( u - 7 - Pj 16^*4— ^'')j Xi ( u p j It' - 4 - p^ ) 

sent les racines d’une Equation dii second degr^j dont les coeffi- 
cients sont des fonctions rationnelles de 


Xo(i^, w'), Xi(w, a'), A[Xo(m, zt')], A[Xi(zz, zz')], 

A[Xi(p, P')]. 


II en r^sulte que, quel que soil le nombre entier n, les deux 
fonctions 


Xo(nw, nit')^ Xi(nzz, nu') 


seront pareillement les racines d’une (Equation dii second degr^ a 
coefficients rationnels en 


Xo(w, It'), Xi(zz, u’), A[Xo(m, u')], A[Xi(w, zz')]. 


Cela fait voir que, par la resolution de deux equations algd- 
briques, on pourra determiner inverseincnt 


par 


Xo(zz, It') ct Xi(zz, u') 
Xo(nw, nu') et Xi(7izz, nu'). 


RepresentonSj pour abreger, par Xn oly,i les fonctions relatives 
aux arguments multiples 7iUj nu', ct soit 


I’equation qui sert a les determiner, aii mojen de x et y; j’ai 
troiive qu’on pouvait mettre les coefficients sous la forme 


P-T- QA(ij?)A(7), 

en designantpar P et Q des fonctions rationnelles de x el y; mais 
cette remarque n’est pas essentielle pour ce qui va suivre. Jepar- 
tirai de ce que les racines simultanees des equations 

j Vxl-+-V'Xn,-hV"=0, 


(I) 
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sont (lonnees, d’apres M. Jacobi, par les formules suivanles, ou 
Ton a 


= a 


r'" (oL -h ^ a:) dec 
J-OO \/-~l ^(cp) 


. rpl{ci~h ^cc) dx 

1. /— I A(rr) 

vl 

J_oo [ A(a 7 ) 

rp'i x)dx 

\J — I A(.t) 


^ {^dA-^'x)dx 


Jo = 2 


savoir 




(a -f- ^x)dx 
A ( X ) ’ 


(a H- (3 x) dx 

Ji ^(x) ’ 


^ 

.^0 


^ r' («'h- ^'x)dx 


A ( 57) " 




= Xo 


^ T7ii\ \/~— I -f~ m' A- ni"i^ sf — i -i— nfij^, , 


v 

1 - ^ ^ ^ , _j_ 

11 . • 

= ( 

ll -f 

772 j'l \/ — I A- lll'i-y 111" i'^ \J — 1 -f- Tlfit^. , 


— , ll _i_ 

* ll 


en attribiiant aiix nombres entiers m, ^ 7n\ ?n"'^ Ics valours o, 

I, 2, ..., 7J — I. 

Void maintenant le tlieoreme sur leqiiel repose leiir resolu- 
lion. Soil /( :r, line fonction ralionnelle etsymtUrique cle .z* eLy. 
Pj quatre racines de reqiiation binome = i . Faisons, pour 

abrdger, 

I = mil I -+- i-i -H Ti-C' 4 \J~~ 1 -4- Ilf i:,, 
r= mi I \J — 1 -I- m! f H- iif i'.^ \/ — M- m” 1,^,^ 


on aura 

re — 1 71 — I 71—1 n — 1 


2 .2 .2 2 !/r».(»+J. »■+!:), 

.dmdjn" [ I \ 71 nj \ n 71 \ 

n n A 


pmqtrC r^n''^m'‘ 


- /a h- B A[Xo(/iw, nu')] h-G A[Xi(/jij, nu')\Ar DA[Xo(/j145 tiu')] A[Xi (/2a, na')], 


A, B, C, D, etant des fonctions rationnelles de jvli')^ 

nu'), . 

Le premier membre pent d’abord etre ramen^ a une fonction 
lationnelle de )vo(a, u')^ u')^ contenant d’ailleurs des quan- 

likes relatives aux arguments multiples. En effet, d’apres la pro- 


FONGTIONS ADKLIENNES OU U L T R A - E L LI 1>T I Q U KS . 


4i 

priete fondamcntale des fonctions le Lerme geaeral 


rw ^ r 


X, 


ry 

Ao II H 5 u 

H- - > 

( It -!— — > il ~ 

— 

L V 

tlj 


\ 



poiirra etre exprime ralionnellemeiiL cn fonclion de 

Iq(u, If.'), li(u, ii'), A[Xo(i^, Zi')], A[Xi(zz, u' )] 

el des quantiles analogues rela lives a la division des indices : or, 
on troiive aiseinent les formules 

AO.,-(a + Pr)|:+(a'-,-py)g,, 
desquelles il resulle quc les radicaiix 

A[}.o( «•, A[Xi(zz, If/)] 

s’exprimeronl eux-memcs ralionnellemenl cn}.(,(z^, u^) cL u'), 

car, en faisant disparaitre les iiTalionnelles des equations, puis 
les dillerentiant successlvement par i\apporl a u et u', on ob- 
liendra les d(§riv6es [larlielJes cn fonclion ratlonnelle de ^^0 

et ( Uj u'). 

Repr<^senlons pour un instant cc premier nombrc par ^(u.^ u')] 
on demontrera ais6incnl, au moyen des proprietds relatives a la 
periodicity des fonctions X, regalile suivante 

kii ^ — 1-4- k' Zo -f- k " ! 3 y/— I H- /c iu. , k i\ \/ — i H- k' i.^ H- k" sj — i -f- k'"i/t 

I _j II : 1' 

tl n. 

== ^ {u, u'), 

quels qiie soient les entiers A', A', A'"', 

En relevant a la puissance on obtient done ime fonclion ra- 
tionnelle de Xq(w, u[)^ X^(^z, u')^ qui ne change point en substl- 
tuant k ces quantites deux autres quelconqiies des racines simul- 
tanees des equations proposees. II resulte do la, et de la theorie 
des fonctions symetriqiies des racines d’lm sjsteme d’equations ^ 
plusieurs inconnues, que cette fonclion poiirra etre determinee 
rationnellement par les coefficients des equations proposees. ^ 
Mais coinme il a ete introduit precedemment les derivees par- 
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lielles de lo{7iu, \ {nu^ nii'), on pourra les eliminer par les 

formiiles suivanles 


D / Q , 


y~x 


(ap'— pa') 


du X — y 


(«'+ p», 

(a'H- p'a:), 




appliqu^es, bien entendu, anx quantiles Xm y ri- 
ll suffit maintenant, pour achever la demonstration du tli(^o~ 
reme ^nonc^, d’observer qiie toute fonction rationnelle des deux 
radicaux 


peut etre mise sous la forme 

Ah- BA[Xo( 72 Mj nw')]-l-GA[);i( 72 M, nw')] - hDA[Xo(/ii^, A [X 1 ( 7124 , nu')\, 
En siipposant successivement 

f(x,y) = x^y et f(x,y) = xy, 


le theoreme precedent donnera, exprim^s par une somme de 
— I radicaux les coefficients d’lme equation dii second 

degre, dont les racines d^termineront, en derni^re analyse, celles 
des equations proposees. On le verra facilement, en consid^rant 
le syst^me des Equations lin^aires qu’on obliendrait cn attribuant 
ajo, 5 , leurs diverses yaleurs. J’ajouterai ici, mais sans m’ar- 
reter a le d^montrer, qiie les n '* — i radicaux dont je viens de 
parler peiivent s’expidmer rationnellement par quatre d’entre eux. 


II. 


Pour obtenir la division des indices, faisons 


me = kii I -h k'i^ h- /c"4 \/— 1 4 - k'" ii,, 
me = ke'^ \l — i -4- k’^ \/ — i — i— k " j 

on aura 


= 0 , y,i = 0 , 

et les equations a resoudre seront 

(a) U' = o, U"=o. 
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Leurs racines seront donnees par les formiiles 

^ I y / — i h -+• h \/ — I rti"' 4 / — t -1- rn' 4 -4- m'^ sj — i -f- nx" 4 

0 \ n ^ ~n , 

^ \J— I h- 7?z' 4 -+- i%\J — I -H 4 m 4 / — -h di!' \/—\ H- ixx !" 4 

\ 11 ’ 


en attribiiant aux nombres //i, ti'i" ^ les valeurs o, 1,2, 

n — I ; mais si Ton suppose le nombre n premier et si Ton fail 

I Ji = ll y/— ,, 

J2 — ^ — 1 — j— 4 ) 

•I3 ~ iixii — I "f" yyi^ 4 h~ 4 1 5 

I4 = mix v/-“ I ~H ni' i-i -h ni' 4 \/ — 1 -1- 4 ? 

i;= I'lv/— 1, 

1 2 ~ m L j y/ — [ -f- 1 2 , 

I'g = mi'x v/— I 4- /n' 4 -h 4 V^"“ 

=: mi\ I -h wi '4 \/ — ^ "I-" 4, 



il est aise de voir qu’on pent les remplaccr par les suivantes 


X — 

X = 

X = 

X = 


4 1’ '"i)’ 

, / h n\ 

Ao {J. — j ? 

y 11 ^ n J 


. / h *2\ 

K= Ai fJ. - » (x — b 
‘ Ti / 

^ = ^'(<" 71 ’ '"Tt)’ 


en supposanta ;?2, /n^, les valeurs o, i, 2, ..., n — i el a [a, 
les valeurs i , 2, 3 , . . n — i . 

Cependant, si Ton observe que 

Ao(— u, — u') — Xo(i4, u'), 

Xi(— u, — u') = Xi{u, u'), 


comme on pent aisdment le demontrer, on verra qu’il suffit de 
faire 

n — i 


|A= I, 2, .. ., 


2 
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conjoinlemenl avec les autres valeurs de m, m', m" ■ car, passe 

]e terme — , on ne ferait plus que reprodiiire les valeurs deja 
‘1 

obteniies. 

Cela pose, soienl o une racine primitive, par rapport au nombre 
premier n, I, Tune quelconque de^iantites comprises dans la 
formule i + m"’i„ Fla quantity cor- 

respondanle relative a Fargument u', eif{x,y) line fonction ra- 
lionnelle et svmetrique de considerez Texpression 



0 


oil e est une racine de = i i le terme general pourra s’exprimer 
rationnellemenl en 


/I 

I \ ^ 

-- 3 Ai 

/I 


( -3 

( “ •’ 

“ 

\n 

71 J 


nj 


/ 1 

r\i 


/I rv 

1 Aft { — 3 

- 

, O' 

1 ( “■ ’ — ) 

L W 

71 )} 

L 

\7i nJ 


Oi\ on a YU precedemmenL que, pour toule valeur des argumenls 
u et les radicaux 

A[}.o(i^, ?d)l, z//)J 


s'expriraent ralionnellement an moyen de 
loin, u ), u') 


et des quantiles relatives aux arguments multiples; ainsi, on 
pourra transformer Pexpressioii (4) eii une fonction rationnelle 

et symelrique de Aq que je repr^senterai, pour 

abreger, par cp (P 
Or, si dans Tegalite 






p/. - , pA- - 

' n ^ n 




on rempiace I et Tpar p^I et o^F, on trouvera ais^ment 


o 



I 

•“ 3 

n 
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Cela pose, comme le nombre equivaut, sulvant le module /?, 
a un nombre quelconque p, pour une valeur convenable de h, en 
faisant 


on aura 


,/I l '\ ^"- 11 , 

(\ 



“ j 

— 

‘ \ n 11 j ‘ ' 

^11 

11 J 


^ \ a 11 ) ‘ \ tb ] 


Si done on doiine a I eL V toutes les valeiii's correspondanles 
eomprises dans les formules (3), en attribuanL a m, iif les 
valeur s 

O, I , , Jl — I , 


on pourra former une Equation donl les racines seront les valeurs 
oorrespondantes de la fonction A, el donL les coefficients seront 
des fonctions rationnelles de cciix des equations proposees. 11 est 
bien facile de voir, d’apres les expressions (3), que son degre sera 
1 -f- 72 -4- 72- 7^^ ; or, il suffira d’en connailre une seule racine 
pour resoudre les equations ( 2 ). 

En effet, si nous considerons une de cos racincs, ct si nous la 
designons par (0) pour rappcler qii’ellc depend de la quantifo 0 
qui entre dans reipression (4), on aura 


(0) 


An-l) 









d’oii, en substituant successiveinent a 0 toutes les racincs de 

— 1 , 0, 0^, 0'', . . . , 0 !-^^ ij et ajoulant rnembre a membre 
les equations resultan Les 



t), i, 

f-’bl 

L \« 

nj 

Jl Jl / } 


: ( 0 ) b" H- ( 0' )b« “■ ( 0" )5''* H- ( 1 ; 


done, en faisant y) = .r -hy, puis/(^, j*) = on con- 
naitra par la les coefficients d’une Equation du second degr6 dont 
les racines determinent, en dernifo’e analyse, celle des equations 
proposees. 



III. 


Dcs considerations toutes semblables aux prec(^dentes s’appli- 
<[iienlaux antres classes des fonctions ultra-elliptiques, et ilsufliray 
[)()iir le faire voir, d’etablir les formules suivantes. 

Soil. 

A(^) = /i(i — 07). . .(t— 

0^.(a?) = pA-o? ■+• ya^- -+-• . .-h 

I^osons 


tf o ~ 



0 o(,' 27 ) d.T 
A(o 7 ) 



0] {x)dx 
^{x) 


Uii 



6«(a7)<ir 


(it consid(Srons, d’apr^s M. Jacobi, • • •? comme deter- 

ininds par ces Equations en fonction de U\, . . iin^ de sorte 
(jiron ait 

.'^0 = Xo(zZ«o, .-..Un), Xi = 'ki(Uo, Ui, Un), 

Xfi~\fi(UQ, Ui, lhi)‘ 


bln les dift'drentianl, par rapport a zzoj il vieiidra 


i 



^o(x/,) 

/,duo 


i 


o 


n 



dx/t Qj (x/,,) 
/iduo ^{x/t) ’ 


'=2 


d^ O/d-^/d 

/tduo ^{xji) 


cl si on les ajoute apres les avoir respectivement multipli^es, a 
parlir de la seconde, par des quantiles to, . ..7 t/i, telles qiie 


Oo(oi7i) -f- ^i0i(.'J7j[) -l-/^ 20 o(.'ri) tfi^n(Xi) = o, 

^0 ( ^2 ) (^2 ) " f “ ^2 ^2 (<^2 ) ) = 0 , 


^0 ( ® 1 ( ^//) H" 4- . . . ta^fi{x^n ) = O , 

Lrouvera, en faisant, pour abr^ger, 

D = Oo(iro ) (o?o ) 4- ^2 G 2 . -f- /,2 0 ^ ( .Ty ), 

dX(, ___ A(o 7 o) 

duQ ” D ^ 


on 
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et il est bien aise de voir qu’en difierenliant par rapport a 
11.2 y Unj on aurait d’lme maniere semblable 

dxo _ ^lA(a?o) dxQ __ 

dui D ’ du2 D ’ ^ dll, I D 

Ces formules font d’abord voir comment le radical A(^o) s’ex- 
prime rationnellement par rmic quelconque des derivees par- 
tielles de a^o et les fonctions • • •? mais en ajoutantles 

equations precedentes, apres les avoir multipliees, la premiere 
par 00 ('^0)7 seconde par 04(^0), et ainsi de suite, on obtlent 
cette expression 

A(a;o) = 0 o(^o)^^ , 


et il est clair qu’on aurait de meme 

. / s A / ^ <^‘^1 A / N A / N 

A(a ?0 = 0 o(a;,)^^ + 


A ( ) - 9o 0 1 ( . -t- 0 „ ( ) ^ • 


Les propri^tes relatives a la p^riodicite des fonctions X soul 
comprises dans le tli^oreme suivant. 

Soit 



0/,.(.'r) dx 
A(iP) 


1 


r*(A) _ 





^k{^')dx 

^{x) 


,*(/•) 



^/c{x) dx 
l(x) 


/(/O 

^ 2«+-2 


2=2 

J I 


>L+i 0 /r(‘r)dx 
A{x) 


/'•'u 


et 


= nil lY'^ - 1 - 7?^2 + 'fh ^3"' •+-’ • ‘-t- ^^hn-h 2 


quels que soient les entiers mi, mn, - . on aura 

^0 ( ^0 “+■ j j * • • j b'*^) = )io ( Moj j • • • 5 W/i. )' 

( ^0 b*^^ , III -h , • • * ) “t“ b'*^) = Xi (Uq, III J • • • ) i 



Ui-j- 1 ^^^, •••7 b^^^) = ( i^O, Wi , •..5 Un)- 
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Parmi les p.n + a indices de periodicitej /z + i seront reels, 
savoir 

oAu 


el les autres imaginaires, et de la forme ay/ — i, ou a est reel. 
Ainsi, pour le cas de a = i, on troiiverait les indices 



^/,(x)dr 
Kcc) ' 



} 



Pi bjc{x)d^ 


P 


2 

2 


/; etant o ou i, et ils se ramenent a ceux de M. Jacobi par cos 
equations 

(g+ <^x)dx I'l'l (a-{-^x)dT _ (a+ ^x)dx 

P. 


r° (oi+ '^x) dx p'l (a. -t- ^x)dx n> 

Va iTJ) \(x) 


/' 


( X + ^x ) dx ^ J'^ (m -t- ^x)dx __ I'l'l ( <x -+- | 3a?) dx 


\ix) 


X(x) 


-f: 

p'\ 


A(^) 


Enfin, la propriete fondamentale des fonctions A, et qui est rela- 
tive a Taddition des arguments, consisle en ce que les quantites 

>•0 U<o-l- (’o, Mi-i- ei, . . ., lin + \>„), Xi(ko+ f^o, ..., 

A/i ( Ko -I- t'oi K'l -1- t),, ) , 

sent les racines d'uiie equation de degre rt-hi, dont les coefli- 
cients sont des fonctions rationnclles de 


Ao(Mo, Wk)) z<i, Uu ■■ ■, u,i), 

A[Xo(«o, .... A[X„K, a„)J, 

yt'o, t'l. ..., P„), 5^i(eo, P„ ..., e„); X„(Po, P„). 

-i[^o(ro, Pi, ...., p„)], A[Xi(p„, p,, ...,p„)], A[X„(p„, p,, V,,)]. 
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LA THEORIE DES TRANSCENDANTES 

A DIFFMENTIELLES ALGfiBRIQUES. 

EX.TRAIT d’uNE LETTRE A M. LIOUVILLE. 

Comptes rendus des sdances de V Academie des Sciences, t. XVlIf, 


J’ai essaj^ d’introduire, dans Fanaljse des Iranscendaiilcs a 
diff^rentielles algebriques quelconques, des fonctions inverses de 
pliisieurs variables, a I’exemple de ce qui a ete fait par M. Jacobi 
pour les fonctions ab(^liennes. Je vais passer rapidement en revue 
les principaux r^sultats que j’ai obteniis, en reservant les demon- 
strations et les developpements accessoires pour iin Mcmoire quo 
j’espere bienlot avoir Fhonneur de presenter a F Academie. 

1 . 

En suivant la mai'che tracee par M. Jacobi dans le c^l^bre 
Mcmoire intitule Cojisiderationes geiierales de transcenden- 
tihus AbeLianis, j’ai conduit d’abord a rechercher le syst^me 
d’^quations diff(§rentielles ordinaires dont les int^grales completes 
sont donn^es par le th^oreme d’Abel, considere dans toute son 
etendue. Cette recherche, au reste, 6tait assez facile en s’aidant 
des r^sultats consignees par Abel lui-m^me dans le Mcmoire cou- 
ronn^ par FAcad^mie des Sciences (^). 

(1) Tome VII des Savants etrangers, Voyez aussi un 6I^gant Mcmoire de 
Minding, publi<i dans le Journal de Crelle, t. 23. 

H. — I. 
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Soltj en siiivant les notations d Abel, 

j{y) = pq piy - p = o 

Line equation algebrique quelconque irreductible, dont tons les 
coefficients sont des fonclions rationnelles et entieres d’line meme 
variable x. 

Nommons ses racines 

rsj ys, •••, yny 

et designons par 

line fonction rationnelle et entiere de x et dans laquelle lo 
degre d'lin coefficient quelconque soit pris egal an nombre 
entier immediateinent inf^rieur a la somme, diminuee d’lme unite, 
des n — m — i plus grands exposants des developpements tie 
chaque racinejK suivant les puissances descendantes de x, 

Soit enfin y le nombre des coefficients arbitraires contenus dans 
f{x^y)] cette fonction sera susceptible d’lin nombre y de formes 
diff^'entes que je represen terai par 

/ 2 (^, 7 ); •••, f>({^,yh 

Cela pose, en designant par 

Xu Xu 

des variables en nombre quelconque a plus grand que y? ct par 
y(ih yc2)f •••> /((j,) 

des fonctions irrationnelles choisies arbitrairement parmi les 
n racines 

yu y 2 , r/e, 


on aura, au mojen du thdor^me d’Abel, sous forme algi^brique, 
les integrales completes du syst^me des Equations 


/i(^u 7 {i)) 

x'iro)) 


/y (^ 1.7(1)) 
X'( 7 (i))‘ 


X ( 7 ( 2 )} x'( 7 w} 

X(7f2)) x(7(w) 


dx , + dx .^, . .4- 

lirm) . : x'( 7 ((x)) 


dx\^ — 0 , 
dx^ = 0 , 

5 

dx^ = o. 
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II est inutile de dire que, dans chaciine des racines ^(i), ou 
y( 2 )j • . - j on remplace la quanlite x par la variable Xi on Xo, . . 
dll terme oii elle entre. 


IL 


D’apres cela, je prendrai pour fonctions inverses les quanlites 


j ^ ^^2 ? * * * ? ^ Y? 


d^fmies par les y Equations suivantes 


A-=r 




' fi(=i:/c,r(k))^ 


(^) 


A = 1 




dxjc= Ml, 


A-=:Y 

2 / 


A'=l 

A-=y 


Aixk,r(ic)) 

I'iXik)) 


dxk = ii-i, 


■■ V, 


et je poserai, cn consequence, 

QO j — — ^ X j (jLL Y ^ 2 ^ • • • 5 ^ y ^ ^ ^ ^ 1 7 ^ 2 7 • 7 y ) 7 * “ • 7 

Ay(M,, l«2, - .M «r)' 


Cela dtant, les int^grales dii systtime d’equations diffdrentielles 
consid6r(^ plus haut, int^grales fournies imm^diatement par Ic 
theoreme d’Abel, donnent sans difficiilt(^, par un changemcnl 
convenable de constantes, le theoreme fondamental, qiii consisle 
en ce que les v fonctions 

^4 ( Ml -h Pi J Mo H- • • • • My -h (^y) 

sont les racines d’une equation de degrd y dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions 


X^CMj, Mo, ...,My), 

haiPl, P2y t'y), 

et des valeurs correspondantes de celles des racines jk que I’on a 
fait entrer dans les Equations (a). 



III. 


De la d^coule cette propriete importante des fonctions inverses, 
qui consiste dans la coexistence d’line serie d’indices de periodi- 
cite pour tons les arguments, et qui montre toute retendue de ce 
caractere singulier, dont un admirable Memoire de M. Jacobi a 
revele depuis longtemps I’existence dans les fonctions abeliennes. 
Considerons Pequation 

x'(ri) x'(r 2 ) 7/(73)- - -//(j^) = o, 

dont le premier membre, comme on sail, s’exprime par une fonc- 
tion entiere de x, Chacune de ses racines jouit de la propriete de 
rendre egales deux des racines y de Tequation 

7.(7) = <^- 

Supposons done que devienne ^gale a une autre racine y^^^^ 
pour les diverses valeurs 

37 = aj, a"', 

de m^me que 

ym = 7 i 2 i 

pour 

X ~ (X,2j •**) 

el 

7 ( 3 ) = 7 [ 3 l 

pour 

37 = ag, a'g, a'j, . . . , 

et ainsi de suite. 

Faisons, pour abreger r^criture, 

X'(rc.,) X'(rm) 

x'(rm) x'(r,2,) 

x'Crm) x'(rm) 

fl (lesignons par les letlres m des nombres entiers positifs on 
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negalifs. Si Ton pose 


2 


■'> r {kji)dcc-{- "V m[^'> f (/c, 

H- S ( {k,'()dx, 

*J rijd’-) 


on aura ce theoreme : 


Une fonction rationneUe et symetrique quelconque des 
y fonctions inverses conservera la nieme valeur en ajoutant 
simiiltanement aux divers arguments 


Ui, W2, Ifi, If-Y 

les quantiles constantes 

Iij l2) ^3j • • • 5 iy* 

Par line autre metliocle, ind^pendante du theoreme sur I’addi- 
lion des arguments, mais cju’il serait trop long d’indiqucr ici, on 
obtient directement les egalites 


Xi (Ui 

-f- L , 112 "+- fj, . . 

, . , WyH- ly) 

= X 1 (,Uly 1^*2 •) • ' 

. It-j), 

X2 ( 

-f- 1 1 , “+• L j ♦ • 

* 1 ^^y - 1 - ly) 

= X2 ( III, u-i, . . 



H— 1 1 , U-i ~\— I2, . . 

• 5 ^r) 

II 

, . , IL^), 


IV 

Les racines de I’^quation 

x'(ri)x'(r2)* = 0, 

qiii se sont pr^sent^es comme limites des integrales qui entrenl 
dans Fexpression des indices de periodicity, jouissent de la pro- 
priety gynyrale d’etre les valeurs maxima ou minima des fonctions 
inverses. Cela rysulte des expressions cle leurs differences par- 
ti elles que je vais rapporter. 

Soil 

(3) F(ir,jK) = •-+- H-y/yC^. 7 )^ 
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concevons qu’on determine les constantes [a par les y — i con- 
ditions 

7(2]) = Oj F(^3,7(3)) = 0? •••1 F(a7y, JK(y) ) = O. 

Nommons ce qiie devient alors I’expression ( 3 ); les 

equations (2) donnei'ont sans peine 

dxi _ H-iX'( 7(1)) ^ (7(1)) ^ _ M-YX'(7ri)) 

Fi(a?i,7(iO^ Fi(^i>7(1)) Fi(^ij7(i)) 

De meme, si Ton appelle Fo(^,7)la fonction F(.^, j) ddterminee 
par les conditions 

F(^1,7(1)) = F(573,7(3)) = 07 •••: F (a?y , J^y) ) = O, 

on aura 

dx^' ^ P-iyJ(7(2)) ^^2 _ ^^2y/(7(2)) ^ 

F2(a72,7(2))’ F2(ir2,7(2))’ ’ ' clu^ FaC^a, 7(2))’ 

et ainsi de suite; d’ou resulte la proposition enoncee. 

De ce qui precMe on tire des Equations lineaires aux diffe- 
rences partielles qui meritent d’toe indiqudes, savoir 


£i rm) ^ = x'(yw)> 

/«)) ^ = x'iymh 

5 

Ai^vyiv) ^ -^Ai^y^ytv) ^ -i-- • •-'-/Y(^r.rw) ^ = x'(rm)- 

Remarqiions enfin cette consequence que, I’equation 


A / .. dx j j' / \ dx 1 


^ / N 


dUy 


etant satisfaite par 

X = X2, 7 = 7 ( 2 ); 

^ = ^2^3, 7=7(3), 


^ = ^y, 7=7(y), 


on pent, au moyen des differences partielles de Tune des fonctions 
inverses, determiner algebriquement les y — i autres. 



V. 


Le theoreme relatif a I’addition des argumenls conduit encore 
a expidmer les fonctions inverses dans Loute leur g^n6ralite, an 
mojen des cas particiiliers les plus simplesj ou Ton ne suppose 
SLiccessivement qii’un ai'gumenl variable, les auLres dtant ^gaiix a 
des constantes quelconques, a z^ro par exemple. 

Ce genre de reduction, qui est du a M. Jacobi, se relrouve dans 
xme autre partie de la tlieorie, comme on va le voir. 

En nous bornant, pour plus de simplicity, aux fonctions de la 
premiere classe des transcendantes abyliennes, considyrons la 
clifFyrentlelle to tale 


F(.y ) 


dx H- 


F(r) 




- ^0^, 


ou F (.-r) est une fonction rationnelle quelconque, ety’(.r) un po- 
Ijnome du cinquiyme ou du sixiyme degry. Si Ton substitue aux 
variables x et r les variables u et p des fonctions inverses dyiinies 
par les yquations 



dx 

— •• — “4“ 

dy _ 


/„ l//(7) 

xdx 

— = •+■ 

ydy _ 


K vVCr) 


son intygrale ytant designye par 

n(i4, t^) 


jouira, en vertu du thyoreme d’Abel, de la propriyty exprimyepar 
rygaiity 


n(w-+- w', p - 4 - if') = II( w, p) H- U{u', if') ~h une fonction alg. et log. ; 


en faisant 
on tr Olive 


u = o, if' = o, 


Tl{u', p ) = tI(o, p) - 4 - o) H- une fonction alg. et log. 

Ainsi, la fonction n(t^, p) ^ double argument est ramenye aux 
deux cas les plus simples, ou Ton suppose successivement im 
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seul argument variable; on voit encore qii’on n’aura plus a 
considerer que des integrales de formules diflerentielles qui con- 
liennent seulement une variable independante, a savoir, des 
integrales, par rapport a de fonctions rationnelles et syme- 
triques de 

o), 

et des integrales, par rapport a e, de fonctions rationnelles ct 
symetriques de 

).i(o, P), > 2 ( 0 , p). 

On se convaincra facilement de la general! te des considerations 
precedentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe 
des transcendantes abellennes, oii s’offrent des fonctions a triple 
argument, 

II ( II . p, (t’ ), 

on aura de meme I’egalite 

P -I- p', PP -h iv) 

= p, pp)-hn(zt', p', cp') 4 - une fonct. alg. et log., 
oil bien encore la suivante 

p4-p'4-p"j cp-4 w'4- (.p"). 

= p, (p) -f- p\ (p') 4 - n( w/j p", cp") 4 - une fonct. alg. et log. ; 
et, en faisant 

iL = 0, V — 0. 

u' ~ (p'= 0 , 

v" =z 0, (p"=: 0; 

il vient 

n(£4 , p , (p) = ll(o, Oj w) 4 ~ Il(o, p', 0) 4 -n(M"j 0, 0) 4- une fonct. alg. et log., 
ce qui conduit aiix meines consequences que pr^cedemment. 


VI. 

La methode qui m’a donnd la division des arguments dans les 
fonctions ab^iennes s’etend aux nouvelles transcendantes; mais, 
jiisqii a present, je n’ai pu aborder la theorie de la transformation 
sans etre arrete par les plus grandes difficultes. Mes tentatives 
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m’onl condiiil, neanmoinSj a quelqiies considerations sur cetle 
theorie bornee aux fonctions elliptiques ; jc vals les rapportcr en 
pea cle mots, 

Soient A'), ou simplement la foncLion inverse; 

definie par I’dgalite 

o'(m) /[[ — A'), 

2 CO et acu \/ — i les indices de periodicite; et 7i iin nombre impair 
quelconque. Le theoreme fondamental, donnd pour la premiere 
fois par M. Jacobi, consiste en ce que la fonction 


■2. 


'X p f/) 

n 


: cp( w) -T- cp j a 


9. to 
n 


x{ii — i ) to' 


oil rune des pdriodes des fonc lions elliptiques se tronve divisdc 
|)ar le nombre /i, pent etre representee de la manieu'e suivante 


OL'S) 



X designant tin nouveau module, a et a des constantes. On en 
deduit ensuite que toute fonction rationnelle et symdLrique des 
quantitds 


/ 9 co\ / /\(x\ 


CD I 


xAn — I ) to ~| 

— ^ — J’ 


oil, deineme, rnne des pdriodes des fonctions elliptiques subsiste, 
Landis que Tautre se trouve divisee par le nombre n, pent etre 

reprdsentee par une fonction rationnelle de cp Or voici la 

demonstration da thdoreme de M. Jacobi a laquelle je me siiis 
troiivd conduit. 

dz 

II existe, enlre ^ et z, une relation algebrique qul s’obtiendra 
par relimination de ^{u) entre les denx egalitds 


Soil pour cela f(u) = x; s, comme on le voit alsdment, se Irans- 
forme en une fonction rationnelle U et V etant deux polj- 
nomes pairs du degre n — i ; on etablit ensuite sans peine que les 



( 4 ) 

sont de la forme 




o(a)z=zo(z), cp 



cp 




Cela resiilte, en effet, de ce que Texpression de ne change point 
en augmentant u dhm multiple quelconque de^^- 

Or, la meme chose a lieu necessairement dans la derivde 
et comme 

xV 

-y-, 


on a 


du 


V 


djxV) 

dx 


dx 


V2 


v/(i— ar2)(( — 


Ainsi, le carre de qui est une fonction rationnelle de con- 
servera la m^me valeur en y suhstituant success! vement les 
diverses racines de I’equation (4); par suite, ^ s’exprimera par 

la racine Carrie d’une fonction rationnelle de z. 

Or, cette fonction sera entiere, car 



ne pent devenir infini sans que quelqu’une des quantit^s 

9 (^u Jae le soit, ce qui rend des lors z infini lui-ineme. 

Pour obtenir maintenant le nombre et la nature des valeurs de xr 
qui donnent 

dz 


il faut chercher les racines de F^quation 

On trouve tres facilement qu’elles sont comprises dans les deux 
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form Liles 



p devant etre suppose successiveraent o, 1, 2, . . . , — — ^ * Mais 
j’observe que, pour les siibstitiier dans I’expression de il est 
inutile d’avoir egard a ces di verses valeurs de de sorte qu’il reste 
seulement a considerer les racines 



On voit, par la, que le polynome en -S, qui entre dans Fexpression 
de sera du quatrieme degre, ne contiendra que des puissances 
paires de et s’evanouira pour les valeurs 


Ainsi I’on aura 


2/? wX"! 2 
n ~ /.. 


dz 

du 


= ^2 . 




V(-S)(-r:)- 



C etant une constante qu’on determine en observant que, pour 
=: o et, par suite, ^=0, on a 


faisant done 


on a 


dz 

du 




a 




VIL 

II r^sulte, de ce qui precede, que I’dquation 
a pour racines les n quantit^s 

/X / 2Sto\ / 2(/l — l)w\ 

cp(w), ^ -t- — ■ - ^ - j > 
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Je vais faire voir qii’on iDeiit tirer de la, directement, la transfor- 
mation des fonctions de troisiemc espece, sans ^tablir prealable- 
ment, comme le fait M. Jacobi, la forxnule de transformation des 
fonctions de seconde espece. Soil, pour abreger, 


j = cgJJ — acp V ; 


en designant par rn une quantile quelconque, on aura, comme 
Ton sail, 


i / •.>. /> to \ 

m~ o{ u -{ — 

‘ \ n J 


ou bien encore 

n — l 



^ ~ 2 


F'(m} I 

1 

p = l 

I 

F ( 772 ) m — ® ( 72 ) 

/ 2/7 to \ 

m — CD u-\ — - — 

L ‘V ri J 

Or, on pent ecrire 

r(m) 

X)-B 


F(/?2) 



en posant 


pour X = m. 


II importe beaucoup de remarquer cette valeur de M qui, pour 
m = cp(p., A^), devient o ainsi Ton a I’^galite 



(i ou, en changeant le signe de p, 




ft It: 


puis, retranchant membre a membre. 



Soil maintenant 

r^' da 

n(a:,|x, 4.-)- 


r^qiiation pr^c^dente donnera, en integrant depuis 11=^0 jusqii’a 
ii — x^ et en ayant egard aiix valeiirs des constantes, 


, xVf-’ A 

1 \a } 

A(ix, /-) 



/; = - 


= o(n)n(;r, /c) H-®(n) ^ 

on bien 


p=^X 






\a J \a a j 


= ^(Fi /i)Aa; + o(ix, k) A( n, k) n(ar, jx, k) 


p - " ~ ^ 


-cp(p. 


, k) A(iJ., k) 2 II (x H- ^ , IX, -i- U (a' - ^ , |i., /c^ . 


p=^i 


Le second membre pent etre ramend a ne contenir qu’une scule 
fonction de troisi^me esp^ce, avec une qiiantite logaritlimique ; on 
a, en eflfet, la formule 


aOjO 


^(m-) 


A(a7) 




cp((jL) — (p(a7-h a) cp({jL) — Cp(a7— a) ^ <p(a?J — o (|i.-4-a) (a?) — cp([A.— a) 

qu’il est facile de verifier; elle donne, en changeant p. en — [a, 

A(|jl) A(fji) __ A(x) A(^) 

a) cp((j,)4-<p(a7 — a (jp(a:)-+-cp(fjn- iaj)’ H-(p ((r ^a) 



Ajoutant membre a membre et integrant depuis x =-o^ on trouve 
sans peine, 

<p ( (j.) A( (jl) [n — a, IJ.) — n (a; -4- a, [Ji)] 

d’ou, en permiitant a et et changeant les signes des deux 
membres, 

o(|jL)A(|j.)[TI(57-t-a, [j.)-hlT(rp — ;j(.)] 

= 2?(f^)^(i^)n(a7, |l) — i log 


1 

) y-( fji. -i- ;y) 

[L — x) I 


r i 


On arrive done definitivement a la formule suivante, pour la 
transformation. des fonctions de troisi^me espece, 




= A(|j., A)AT-h no({x, /:) A(|a,A’)lI(^, ix,A') 





\r- 



P=i 1 




VIII. 

Des les premiers pas qai ont ete fails dans la thdorie des fonc- 
tions elliptiques, on a imagine de les differentier par rapport an. 
module, ce qui a conduit a plusieurs resultats importants. Or, le 
meme mojen analjtique s’applique avec facilite a toutes les fonc- 
tions de la forme 

j 

oiiy est donne par F^quation 

X(r)=7''~X = o, 

X.etant une fonction entiere de x. 
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Voicij par exemple, le theoreme qiii en resulte pour les fonc- 
tions ab^liennes. 

Soic 

F {x) = — a). , .(x — k) 


iin polynome da degre on poitrra representer toates 

les fo actions abeliennes de prenxiere et de seconde espece par 
V integrate 



(x — a dx 


et en consider ant z cornme une fonction du module on ob- 
tient V ecjuation lineaire de V ordre 


o.\/F(x) 
(x — 


2 


X 


w = l 


(2 k — I ) ('2 k — 3 ) . . . ( k -^ 0.11 — .\r)i — 1 ; da^ i ' 


Lorsque k esl compris entre o et m — i, de sorte que z repre- 
sente les transcendantes de premiere esp^cCy V integrate com- 
plete s’obtient en ajoutant d la fonction 

{x — dx 

Jo 

les dioerses integrates definies qui entrent dans V expression 
des indices de periodiciU de la fonction inversCj multipUees 
chacune par une constante arbitraire, 

De la r^sulteraient facilement, entre aiitres choses, des Lheo- 
r^mes analogues k I’^quation de Legendre entre lesfonclions cllip- 
tiques completes de premiere et de seconde csp^ce, a modules 
compl^mentaires; relation d6ji gdn^ralis^e par divers g^o- 
m^tres (*). Mais je ne veiix pas m’^tendre plus longuement siir 
sujetj qui, du reste, donne lieu k de nombreuses consequences, 
que je d^velopperai dans une autre occasion. 


(M Voyez, par exemple, un Mtooire de M. Catalan, couronneipar I’Acad^mie 
dc Bruxelles. 
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Extrait des Memoires de la Societe royale des Sciences , 
Lettres et Arts de Nancy, i845. 


1 . 

Les reclierclies que j’airhonneur de pi'esenter a la Socidte onl 
pour but d’etablir les principaux theoremes de I’analyse des 
fonctions elliptiques, parune methode nouvelle qui repose princi- 
palement sur Fintegration de I’equation aux differentielles parti elles 
du phenomene des cordes vibrantes. Dans la marclxe que nous 
aliens siuvre, on verra s’offirir tout d’abord comine un eldinenl 
essenliel du calcul la transcendante remarquable, an mojen de 
laquelle les trois especes de fonctions elliptiques s’expriment ana- 
Ijtiqiiement de la maniere la plus simple. Les propridtds diverse s 
et caracteristiques de ces fonctions s’offrirontnaturellement coinme 
consequences de modes divers d’expressions par line quantile 
unique j et nous retrouverons par cette marche en quelque sorte 
synthetique les premiers resultats qui ont servi dans I’origine do 
fondementa toiite la theorie, et aiixquels on s’est arrete longtemps 
avant d’arriver atix id^es plus generales. 

II. 

Soit 

1 

(i j' A(\-r) = (i -h 

c ^tantune constante que Ton siipposera, si Ton veut, plus petite 
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que I’lmite; considerons la fonction de troisieme espece 

/ N r'' \a dx 

( 2 ) ^ 

{x — a) 


ou a designe le parametre. En differentiant par rapport a a, on 
trouvera 


inais on a identiqiiemenl 


(x — a)- \x 


j , — {x — a') — A. 7 * 

d A.r _ dx ■ __\>\x — a){cx -v- x^)-~ 


(.r — 


{x — ay^ A.r 


d’oLi en integrant 


A(.y) _ 2 (a? — a) (c.r H- x''^ ) — A - X 

X — a /q [x — a)~ Ax 


dx H- const. 


La constante se determine en faisant x = o^ el Ton trouve ainsi 


A (x-) _ 

X — a ~~ I 


2 (x — a){ c X -f- X'^ ) — A2 X r 

(.?• — aV-Ax ' a‘ 


AjoutaiU membre a membre avec F^quaiion (3), il vlenl 

. d z Ax 

Aa , -t 

dft x — a 

r ■* 2 ( .r- — a - ) { ,r- — a x -i- d- -t- c ) — ( .r h- or?) [ 

{x — a)^Ax a 

et en r^duisant 


dz Ar 
da X — a 


(x^ — ) dx I 

Ax a 


On voit que dans ce r^sultat il n’entre plus la fonction plus coxn- 
pliqu^e de troisieme espece, de laquelle nous sonimes partis. 
D’ailleurs, en differentiant de nouveau par rapport a a, il vient 


d ^ dz Ax r ^'dx I 

Aa — I- = — 2 a I 1 

da da (x — a)^ J Ax a^ 


11. - r. 



dx (a? — a)[^x 


^ dz La 

Lx-r- = 

dx X — a 


€t differentiant encore par rapport a il vient 

df ^-3 \ La 

dx \ ^ dx ) (x — a )- 

De la se conclatimmediatement le resultat remarqaable exprime 
par requation difFerentielle partielle 


{ 8 } La 


^ (<) 


■ Lx — \ Lx -r- 


dx \ dx 


dx La 
Lx a- 


Ici nous nous trouvons naturellement conduit a prendre pour 
variables ind^pendantes, an lieu de ^et les arguments a et ^ des 
fonctions inverses d^finies par les egalites 


. r ^ dx da 

*=4 "4 


et nous poserons, d’apres cela, 

ir = X($), a = X(a). 

Alors Tequation (8) prend la forme plus simple 

d^z d^z y.f ^ 

On pent ais6ment faire disparaitre le second membre en posant 
U = ^-hA$-i-B, 

A et B etant des fonctions de a, independantes de la variable 
II II y a qii’a faire 


-^^^aLa, 

d^B _ 

La 

doi- 

~ ^ 

A = / a* d^j 

•A 

®=j 

r^doL 

a 
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il vient efFectivement 

^ __ 

ce qni est, comme on salt, F^qnation de laqiielle d’Alembert a tire 
la loi de moiivement de vibration d’nne corde flexible, ecartee 
tr^s pen de sa position d’^qnillbre. 


III. 


En d^slgnant par F et deux fonctlons arbltraires, I’integrale 
gendrale de I’dquation prdcddente est 

U = F(a H- <t‘(a — 5). 

Pour determiner les deux fonctions arbltraires, observons 
qu’ayant 

U = r"* T/T f— 

./o (^ — V J “ 

ii cause de 




dx 

Lx 


on pent ecrire 

Lad^ f. r ^ j fdoL 

x — a J a’ 

ou aura done 

F(a-f-$)-+-*(« — ^) = 

d’oA, en difFerentlant par rapport a 

F'(a-l-^) — <I>^(a — 5) = — -4- Or^ da, 

Faisons main tenant dans les deux equations qui precedent ^ = 0 ; 
on tr Olive 

F(a) + 4>(a')=y'^, 

F'(a) — f 

Ce sont ees deux equations qui vont nous, servir pour determiner 
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iesfonctions arbitraires; posons, suivant Tusage, 



on obtiendra en integrant la derniere 

F(a)__ci>(a)==: Z(a) — log«. 
D’allleurs on trouve ais^ment 


/ 


dcL 1 , Aa — ( [ -H ca'^ ) 
Si 


On en concliit les expressions suivantes : 


_ . . _ . . T , La — (\-\- ca^-) 

2F(a)= Z(a)-h - log — 


2<I>(a) = — Z(a)-h - log[Aa — (i -h ca^)]. 


IV, 

Les consequences des resultats qu’on vient d’obtenir embrassent: 
les points les plus importants de la theorie des fonctions elliptiqiies. 
Parmi ces consequences on doit surtout distinguer celles qui son I 
relatives a Fetablisseinent de formules par lesquelles la fonctioii 
inverse 1(^-1-.}') 5 relative ala somme de deux arguments, s’exprime 
en et \y, Ce sont aussi ces formules, en quelque sorte ^lemen- 
taires, que je vais ^tablir en premier lieu. 

Pour abreger I’ecriture, on d^signera dans tout ce qui va suivre 
par Ai ce que devient qiiand on y remplace x par cela 

pose, reprenons Fequation 

X ).($)- X (a) ^=F(aH-|)H-«l>(a-0. 

En diff^rentiant par rapport a on a 

I{!^l(a) + 0 - ^'(a - $). 



Soil fait successivement 

puis retranchons membre a membre, il viendra 


Aa Aa 

= ¥'(cc -\-y H- a) ~ F'(,v — y -f- a) -f- {a — x H-jk) — - — 5: — j). 

La premiere par tie dii second membre, savoir 
F'(a7 Qt) — V\x — y -f- ot) 

est line fonction symdtrique de x et de a. Or je dis qii’il en estde 
meme de la seconde. En effet, on voit facilement, d’apres Texpres- 
sion obtenue plus haul de ^(oc), quc sa d^rivde est une fonction 
Impaire, et si Ton permute x et a, dans 


il vient 
oil bien 


<E»'(a — X -^y) — 4>'(a — x — JK)j 


<l>' (x — a ■+-y) — (x — a — y) 


ci>' (a — X -i-y) — ( a — x — / ), 


puisqiie <!>' est impaire. 

L’ expression ^ — .-r-r — dtant ainsi 

J A(.r h-jk) — )v(a) l(x --y) — l(%) 

mdtriqiie par rapport i jr et oc, on a Pdgalitd 


sy- 


Aa Aa 

— — r) — 

A.r A.r“ 

“ A(a -t-y) — A(a — yj — i{x) 

Soit fait a = o ; il viendra Aa = i et par suite 

T I A.r Ax 2 "ky Ax 

^{x-^-y) k{x — y) ~ ky — Xx ky-i-kx k'^y — )C^x 

Si dans cette Equation on permute x et y, il vient 

I I _ ^ 

k(x-^y) k{x^y) ~ k^-y — k‘^x’ 

On en dddiiit, en ajoutant et retranchant membre k membre et divi- 
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I ly A.X — X.r \y 

l{cv-\-y)~^ X-y — ’k"^^ 

T Xy Aa^-h Xx t^y 

X{x—y)~^ X^y — X^x 


En prenant les inverses et chassant les radicaux du ddnomina- 
teur, il vlent definitivement 


X(a?+7) 

l{x—y) 


Xx Ar -f- Xy ^x 
I — X^xX-y ’ 
Xx Ar — Xy Aa? 


Une verification immediate de ces deux rdsultats s’ ob dent en 
faisant 

c = i et Xar== tangrr, 


et il vient en supprimant un facteur commim aiix deux termes des 
fractions 


tang(a; 4 -jK) 


tango? H- tangy 
I — tango? tangj)^’ 


tang(07~-jK) 


tango* ~ tangjK 
I -+- tango? tangjK 


ce qui est bien les formules connues relatives aux tangentes.* 

Dans une autre circonstance, j’aurai I’honneur d’offrir a la 
Soci^te la suite de ces rechercbes et le ddveloppement des prin- 
cipales consequences, auxquelles donnent lieu les r^sultats que je 
viens d’ exposer. 



NOTE 


SUR 

LA THEORIE DES EONCTIONS ELLIPTIQEES. 


Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t, HI; 1848. 


J’ai 111 avec le plus vif int^ret le beau travail de M. Cayley, qui 
a rdussi a faire d^couler toute la tWorie des fonctions elliptiqiies 
de la consideration delicate des produits infinis doubles. J’avais 
decouvert de mon c6te le point de vue suivant, plus voisin peut- 
etre encore de I’idee fondamentale de la double periodicite dans 
les fonctions analytiques. 

En designant par 

• ^ m eo . 

I Tlx , fKX 

2 m , 2 m 

ante et b„,e « 

7 n ~ — 00 in ~ — 00 

les expressions generalcs de deux fonctions periodiques simples, 
dont la periode est a, assujetties d’une maniere essentielle [a la 
condition d’etre toujours convergentes pour toutes les valeurs. 
reelles on imaginaires de je me suis propose de determiner am 
et hm de telle maniere que le quotient 



S am e 


'Zb me 


admette une autre periode b, En posant q = e cela conduit 

k regaiite 


Z a,n e 


Zbme « 




Zbmq^'^^e 
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Chassant les denominateurs, on trouve pour les coefficients 

i 71 .r 
2 [J. 

d’une meme exponenlielle e , dans le premier membre et 
dans le second, respectivement les deux series 

ZW = + 00 7/7 rr 4- OO 

m— — 00 771 “ — 00 

Or, la maniere la plus simple d’arriver a les rendre egales 
consisLe ales rendre identiques, en sorte qu’iin terme quelconque 
de Fiine, tel ait son egal a,ib^ dans 

I’autre. 

Faisons done, et cela pour toute valeur de Fentier ul, 

«/77 = ^'77 ^[X-7i 

et concevons que n soil exprime en m de maniere a produire la 
s^rie des nombres entiers, lorsque m prend lui-meme toutes ses 
valeurs. On realisera cette circonstance en prenant 11 = m+A’, 
k etant un entier quelconque 5 Peqiiation precedente pourra alors 
s’ecrire 

et comme p. est quelconque, si Ton fait p. — m — X: = jrti sera 
un nombre entier variable entierement independant de m\ or il 
vient ainsi 

— ^ — 2(77z-h4'j ~ q—lini'-irk)^ 

4- k ^777 ' 4 - k 

Sous cette forme, on voit que chaque membre est une quantite 
constante, ce qui conduit aux dgalit^s 

— dL— 2(/m 4-A') _ const. --^L_ <7-2(771 4- A-) ~ const. 

ani + k o„t-^k 

Done ajji et hm dependent de la meme equation 

^-2l/7t4->t)=: const. 

^ m 4- k 

qu’on pent encore ^crire sous la forme 
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la fonclion 11 (m) etant assujellie a la condition suivante; 

n(772-h/c) = n(m). 

Nous voici done arrives a cette forme analjliqne d’line fonc- 
tion aux periodes a et savoir 

/« - „ iiz. .V 

-^OLni 2 m 

0(t) = ^ 

N / /J/-‘ _ / 'di > 


oil la condition de convergence prouve imm^diatement qiie, en 
supposant 

- = to 4- i(o\ 
a 


le nombre entler /i doit etre du signe de co', sa valeur absolixc reste 
d’ailleurs arbitraire. En d^signant par 0(:r) le numc^rateur on le 
d^nominateur, on trouvera ensiiile 


■rt)- Q(x), 


b) ~ &{x)e 


■I2.r4*(l-a)^>] 


et de CCS equations qui ne comporlcnt d'anbitraire que la fonction 
p^riodique II (/? 2 ) se deduisent Louies Ics proprieties caractcris- 
tiques des fonctions clliptiques, sans qu’il soil n6ccssairc yxoiir 
cela d’dtablir, pr(talablement, r^quation difi'itrcnLiellCj tons Ics 
resultaLs d^ja connus pouvant se ddmontrer independaminent )es 
uns des autres. 



SUR LA THEORIE 

DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes rendus des seances de V Academie des Sciences, 
Tome XXIX, 1849. 


La th^orie des fonctions elliptiques qiie j’ai I’honneur de pre- 
senter a FAcadeinie repose principalement siir qiielques propo- 
sitions qiie M. Cauchy a deduites de la consideration des integrales 
prises entre des limites imaginaires. Le veritable sens analytique 
de ces expressions a ete donne, comme on le sail, pour la pre- 
miere fois, par le grand geometre. Ses decouvertes, a ce sujet, 
out ete Torigine du calcul des residus, qui renferme les principes 
les plus etendus qu’on possede pour Fetude des fonctions d’une 
variable. Les recherches presentes montreront une nouvelle appli- 
cation de ces principes, et il ne sera peut-etre pas sans interet de 
rapprocher les methodes dues aux illustres fondateurs de la theorie 
des fonctions elliptiques, de celles dont j’ai trouve Forigine dans 
les travaux de M. Cauchy. 



RAPPORT SUR UN MEMOIRE PRESENTE PAR M. IIERMITE 
ET RELATIF AUX 

FONCTIONS A DOUBLE PERIODE (^), 

Par A. Cauchy. 


Comptes rendus des siances de V Academie des Sciences, 
Tome XXXII, i85r. 


Le M^moire dont nous aliens rendre compte a pour objet prin- 
cipal la determination generale de celles des fonctions a double 
periode qui ne cessent jamais d’etre continues tant qu’elles restent 
finies. Pour faire mieux saisir la pensde de 1’ Auteur, il convient 
de jeter d’abord un coup d’oeil rapidc sur la nature et les proprietes 
caracteristiques des fonctions a double periode. 

Supposons que, y etant les coordonndes rectangulaires ou 
obliques d’un point mobile Z, on trace dans le plan des y un 
pai'all^logramme ABCD, dont les c6t6s a, b soient paralliJiles, le 
premier k Faxc des x, le second a I’axe des Divisons d’ailleurs 
le plan des y par deux systemes de droites dquidistantes et 
paralleles aux axes cn une inlinite d’elements tons pareils au paral- 
Idlogramme ABCD. Enfin soit e une fonctlon de y, qui offre 
une valeur d(^terminee pour cliacuu des syst^jmes de yalcurs dc 
Xjy propres representer les coordonn^es de points situes dans 
rinterieur de ce parallelogTamme. Une autre fonclion i/, qui, pour 
chacun des syst(^mes dont il s’agit, co'mciderait avec la fonction e, 
sera ce qu’on doit naturellement appeler une fonction d double 
p^riodCj si elle ne varie pas, quand on lait croitre ou d^croitre 
Fabscisse x d’un multiple de a, ou I’ordonn^e y d’un multiple 
de et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la m^me valeur 
quand on substituera aux coordonn^es d’un point situ^ dans le 
parall^logramine ABCD les coordonn^es d’un point homologue 
situ6 de la m^me mani(!jre dans I’un des autres parall^lograinmes 


(1) Le M6moire d’Hermite annoned par la Note prdcddetiLe n’ayaat jimais 
publid et ayant disparii des archives de UAcaddmie, nous croyons devoir rdim- 
primer le Rapport de Cauchy sur ce travail. F. P. 



OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


76 

elementaires. Si d’ailleurs on veutqiie la foaclion u satisfasse a la 
condition de roster toujoiirs continue, tant qii’elle no deviendra 
pas infinie, ilne suffira pas quo cette condition so ti'ouve remplie, 
qiiand le point Z sera interieur au parallelogram m e ; il sera encore 
necessaire que a reprenne la meme valeiir quand, apres avoir 
place le point Z siir Fun des cotes du parallelogramme, on le trans- 
portera siir le cote oppose, en lui faisant decrire nne droite 
parallcde a Fun des axes coordonnes. 

Ajoii tons que, silafonction supposee doiiblement p^riodiquc, 
est assujettie a la seule condition de rester finie et continue tant 
quele point Z est renferme dans Fintdrieiir du parallelogramme 
ABCD, on poiirra gdndralement ladevelopper en une serie double 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et descendantes des 
exponentielles 

les valeurs de a, 6 (^tant 

a — Ai! g 

a b 

Supposons maintenant que, les coordonnees y ^Lant rectan- 
gulaires, on nomine une variable imaginaire llee aux variables x^y 
par la formule 

- = ^ - 4 - 

La position du point mobile Z sera completement determinee par 
la coordonnee imaginaire Zj et, pour que ii soil fonction de x^y^ 
ii suffira que u soil fonction de D’ailleurs, pour que la fonction 
de 5, designee par w, soit doublement p^riodique, il suffira qu’elle 
reprenne la meme valeur quand le point Z, suppose d’abord into-* 
rieur au rectangle ABCD, ira prendre la place de Fun quelconque 
des points homologues situes dans les autres rectangles 6 lemen- 
taires ; en d’autres Lermes, il suffira que u reprenne la meme valeur 
quand on fera croitre ou decroitre z d’un multiple de a, ou d’un 
multiple de bi] et cette condition pourra toujours etre remplie, 
quelle que soit la forme de la fonction w pour les points intdrieiirs 
au rectangle ABCD. 

Ce n’est pas tout : on pourra, aux deux periodes a et sup- 
posees Fune r^elle, Fautre imaginaire, substituer deux periodes 
imaginaires assujetties a la seule condition que leur rapport ne 
soit pas reel. Cela pose, concevons que Fon designe par a, 6 , non 
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plus deux quanUtes reelles, mais deux expressions imaginaires, 
dont le rapport ne soil pas reel. Pour que u soil une fonction de 
doublemeiiL periodique, il suffira que u ne varie pas, quand on fera 
croitre ou decroiLre s d’un multiple de a ou d’un multiple de b. 
Alois aussi a, b pourront elre censes representer en grandeur et en 
direction Ics cotes d’lin pa rallelo gramme elementaire ABCD, et la 
fonction u sera entierement connue, quand on la connaitra pour 
cliacune des valeurs de :j correspondantes aux points sitiies dans 
I’interieur dc ce parallelogramme. 

D’apres ce qu’on vient dc dire, il est clair que, si a et b repre- 
sententles deux pdriodes de la variable ^ dans une fonction dou- 
blement periodique la valeur de u correspondante au cas ou le 
point mobile Z resle compris dans Tinterieur d’un parallelogramme 
eldmenlalre ABCD pourra etre choisie arbltrairement. Si d’ailleurs 
cette valeur, arbitrairement attribu(^e a est toujoiirs finie et 
continue dans rinterieur du parallelogramme, on pourra, de for- 
inules d6ja connues, deduire Texpression analjtique generale, 
propre a representor la valeur de la fonction u supposee double- 
luent pt'^riodiqiic, ([uelle que soil la valeur attribuee a la variables. 

La fonction ;/, supposee doublcment periodique, ne pourra plus 
(Mre choisie arbilrairement pour les valeurs de correspondantes 
aux divers points d’un parall(5logramme elementaire, si elle est 
assujetLie ^ la condition de resLer continue acec saderwee^ pour 
des valeurs cpielconqucs dc ;s, lant qu’elle ne devient pas infinie. 
Cette condition sera remplic, par exemple si u est Tune des fonc- 
tions clliptiquos, on memc unc fonction rationnelle de cesfonctions. 
Mais il importait de savoir quelle est la forme la plus gentole que 
puisse prendre une fonction doublemen t periodique, quand on 
I’assu jettit a la condition enoncee. delle est I’importante question 
que M. Hermllc s’est proposd de resoudre. La solution qu’il en a 
donn^e s’appuie sur des propositions remarquables, dedulles en 
grande parlie des principes etablis par Fun de nous dans divers 
Mdmoires, et sp^cialemcnt dans le Tome II des Exercices de 
Mathemaiiques. Enli'ons a ce sujet dans quelques details. 

La variable imaginaire^ ^tantcensde reprdsenteiTes coordonnees 
imaginaires d’un point mobile Z, d^signons par F{z) une fonction 
doublement periodique de z, qui reste continue avec sa denvee, 
tant qu’elle ne devient pas infinie; et soienta, ties deux periodes 
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de -G assiijelties a la seiile condition que leiir rapport j ne soil pas 
reel. Les quatre points 

A, B, G, D, 
don ties coordonn^es imaginaires seront 

5, Z -f- CCj Z — r~ b, Z “f- G, — i— 

coincideront avec les quatre sommets d’un parallelo gramme eld- 
mentalre ABCD, dont les cotes seront representes, non seulement 
en gr*andeurj mais encore en direction, par les deux cons tantes a, h ; 
et, si Ton pose 

z at ht\ 

t’ etant deux variables reelles, les valeurs de correspondantes 
a des valeurs de comprises entre les liinites o, i, represente- 
ront les coordonnees imaginaires de points renfermes dans le paral- 
lelogramme elmnentaire ABCD. Le binome ^ + at^ en particulier, 
representera les coordonn6es imaginaires d’un point situd sur la 
droite AB; et si, pour tons les points de cetle droite, la function 
de ^ et de i representee par -h a/) conserve une valeur finie, 
cette function, qni ne yarie pas quand on y fait croitre ou decroitre t 
d’lin nombre entier quelconque, poiirra etre developpee suivant 
les puissances ascendantes et descendantes de rexponentlelle 


Soil le coefficient de la puissance de cette exponentielle 
dans le d^veloppement de F(i: +at), m etant positif ou negatif, 
mais entier. On aura 


Am = f 


on, ce qiii revient au m^me, 


A/h — I TJ (^z at^ dt j 


la valeur de n(!^) etant 


ZniTZiz — ^] 

n(0 = e « 


V'{3-i- at) — 2 
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par consequent 

772= 00 

(2) F(^)= 2 Am-. 

in — — w 

D’ailleurSj la nouvelle fonclion, designee ici par 11 ne variera 
pas qiiand on y fera croitre ^ de a, et verifiera evidemment la 
condition 

( 3 ) 

la valeur de g etant 

7r/7 . 

Enfin, si Ton suppose que la sommation indiquee par le signe ^ 
s’etende seulement aux diverses valeurs positives ou negatives de m, 
la valeur m = o etant exclue, alors, a la place de la formule ( 2 ), 
on obtiendra la suivante 

772= 00 

(4) F(3) = Ao4~ A„n 

777 = — 00 

la valeur de Aq etant 

(5) Ao= f at) dL 

D’autre part, si Ton designe par f(z) iinc fonction de qiii 
demeure continue avcc saderivec, tanl qu’cllcresLclinie ; par(P, Q) 
la valeur de I’integrale rectiligne 

]'/{=) dz, 

et endue a tous les points de la droi te qui a pour origine le point P 
et pour cxiremite le point Q; par S I’aire du parallelogramme 
elementaire ABCD; enfin, par (S) Pintegrale J f(X,)dQ^ etendue^ 
tons les points situes sur le contour de ce parallelogramme, on aura, 
non seulement 

(Q,P)--(P,Q) 

et, par suite, 

(6) (S) = (A,B)h^(B,D)^(G,D)~^(A,G), 
mais encore 


( 7 ) 


(S) = 2Tt7^ [/(?)], 
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le signe etant relalif aux seules valeurs de C qui representeroni 

les coordonnees de points renfermes dans le parall^logramme ^le- 
menlaire ABCD. Celapose, comme, enreduisant/(3) alafonction 
doublemenl periodique F(5), on aura ^videmment 

(B,D)=:(A,C) 

et, par suite, 

(S)-o. 

ia Ibrmule (7) donnera 

(8) <£[F(0]=o. 

Si, au contraire, on remplace/(5) par 11(3), alors, en ayaiil ^gard 
a la fonnule ( 3 ), on trouvera 

(B,D) = (A,C), (C, D)^ y-2'«(A, B), 

el, comme on aura 

(A,B)= f = 


on lirera des formulas (6) et (7) 
(S) — 

par consequent. 




•A Tl i ^ 


a i — q - 


II resiiUe immediatement de ceLLe formule, jointe a r^quatioii ( 4 )? 
que, si, en attribuant a z une valeur de la forme at -f- bt'^ el 
a t’ des valeurs r6elles dont la seconde reste comprise enlre les 
limites 0, i , on pose 

‘<='= 2: 

ms: — CO 

le signe ^ etant relatif aux seules valeurs ^2? •••7 C[x de la 
variable t, qui v^rifieront T^quation 


( to ) 

on aura 
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et I'epresenteront les coordonnees de points renfermes dans Tmte- 
rieiir du parallelogram me el 6 mentaire ABCD. D’ailleurs, on tirera 
de requation (lo), en y remplacant m par — w, 

(i3) 

Supposons main ten ant qiie les valeurs de 

^ — Z -h Clt -f- ht\ 

designees par . . . , se troiivent rang^es d’apres Fordre dc 

grandeur des valeurs correspondaiites de if'. Soient, d’ailleurs, 

Zi, z„ 

les points dont si ? ? 2 j • • • ? representent les coordonnees imagi- 
naires. Si, dans le second mcmbre de la formule (i i), on attribue 
a^ iin accroissement Lz tcllement clioisi, que le point A' corres- 
pondant a la coordonnee iinaginaire z £^z soil renfermc^ dans 
Fint^rieur de la bande comprise entre la droite AB et la parallele 
men^e a cette droite par le point Z^, le terme 

Ao=-' C {^z (xt') dt 

•A 

ne variera pas ; mais, si le point A' vient a francliir cette parallele, 
le terme Aq prendra iin accroissement qui se d(^duira sans peine des 
formules ( 6 ), ( 7 ), et dont la valeur sera 


le signe ^ se rapportant a la seule valeur de la variable Dans 
la meme bypothese, Fexpression 


que renfermc le second membre de la formule (i i), sc trouvera 
evidemment diminuc^e du terme correspondant a la valeur de 
etaugment^e du terme correspondant a la valeur 4 - b, Cela pose, 
il est clair que, si Fon assujettit 0(5) a verifier g 6 neralemenl la 
condition 


(i4) 


H. - I. 


6(5-h6) = 0(5) — I, 


6 
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la formiile (i i) pourra elre etendiie aa cas oii le signe ^ seraJt 

relatif aux yaleurs de ^ c|ui represenleraient les coordonnees de 
poinls renfermes, non plus dans le parallelogramme elemen- 
taire ABCD, mais dans le parallelogramme semblable 
avec lecpiel on pent faire col’ncider le premier en transportant les 
cotes parallelenient a eiix-memeSj et substituant an soininet A le 
sommet A^ Par suite aussi, on pourra, en supposant le terine Aq 
rednit a line constante dans la formule (i i), admettre que, dans 

celte formule, le signe ^ se rapporte anx scales valeurs de qui 
verifient I’equation (12), et sont de la forme 
(i5) — at ht\ 

1! etant des variables reelles comprises entre les limites 0, i. 

En verLu de la formule (i i), consideree sous ce point de vue, 
toiite fonction de^ qui, etant doiiblement periodiqiie, reste continue 
avec sa derivee tant qu’elle ne devient pas infinie, se r-eduit a la 
somme d’un certain nombre de termes, dont chacun est propor- 
iionnel a line fonction de la forme 

z-i etant une valeur particuliere de on bien encore a Pune des 
derivees de cette meme fonction diflerentiee par rapport a Tel 
estle theoreine fondamental obtenii par M. Hermite. Ajoutons quo 
la fonction designee ici par 9(;3) a evidemment pour ddrivee ime 
fonction doiiblement periodique de .:?. Si Ton designe par f (^) cetto 
derivee, la fonction i^estera continue, aussi bien que 8(^)5 tant 
qii’elle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien n’emp^cliera de 
prendre pour F(^), dans la formule (11), ou la fonction :p(^), on 
line fonction ratlonnelle de ^p(^). En r^diiisant effectivement F('^) 
ail carre de ^p(■s), M. Hermite obtient ime equation qui serta expri- 
mer ce carre en fonction lin^aire de (f(z) et de ; il en conclut 
alsement que le carre de est proportionnel an produit des 

Irois fa c tears 



et la transcendante 9 (.s) se trouve ainsi ramen^eaiix fonctions ellip- 
tiques. Par suite aussi Ton pent rediiire a une fonction rationnelle 



83 


THEORIE DES FONGTIONS ELLIPTIQUES. 

de fonctions elliptiques toiite fonction doiiblement periodique qui 
reste toiijours continue avec sa derivee, tant qii’elle ne devient pas 
infinie ( '). 

En partant des formules que nous avons rappelees, et substituant 
aux perlodes b les autres periodes qu’on peat introduire dans le 
calcul, en deplacant les sommets du parallelogramme elemen- 
laire ABCD, M. Hermite obtient saccessivement sous diverses 
formes la valeur dela Lranscendante D’ailleurs, la comparaison 

des diverses formes sous lesqiielles se pr^sente 6(5), et de ses divers 
ddveloppements, permet a rauteiir d’e^tablir im grand nombre de 
propositions iiouvellcs. L’line de ces propositions, tres digne de 
remarqiie, est relative a I’inlervalle dans leqiiel reste convergente la 
serie qui represente le dt^veloppement de la fonction 6(5) (^). 

En rdsum6, les Cominissaires pensent que, dans le travail soumis 
^ Icur examen, M. Hennite a donnd de nouvelles preiives de lasaga- 
citd qii’il avail ddja montree dans de precedentes recherches. Ils 
pensent que cc travail est tres digne d’eti^eapprouve par FAcademie, 
ct insert'd dans le rcciieil des M^nioires des Sewants etrangers. 


(‘) en 18 / 1 'i, xM. Liouvillc avail obLenn, par uue nu^thode tres differente de 

ccllc qu’a suivie M. Hermite, ct avail i5nonc6, en prtisence de ce dernier, la reduc- 
tion ici indiqu^e. 

( 2 ) M. Hermite, apriis avoir rix:(i I’intcrvalle dans lequel le d^veloppement de la 
transcendaivLc 0 (s) demeure convergent, prouve que, dans le cas ou cet intervalle 
atteint sa valeur maximum, Ic rapport entre cet intervalle et le plus petit c 6 te d’uti 


parallelogram me dldmcntairc ne peut s’abaisser au-dessous de M. Jacobi, 

dans une Lcttre udressec h M. Hermite, avail {§nonc6 unc proposition qui coincide 
avec cc Lh(5orerrie, ct qui s’appliquait k la Lranscendante ©(3). 



NOTE 


SUR 

lA REDUCTION DES FONCTIONS HOMOGENES 

A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DECX INDETERMINEES. 


Journal fiXr die reine und angewandte Mathematikj 
Tome XXXVI; j848. 


Soil 

/(/) _j_. . 

la forme proposee; nommons 

OCl , 0C2j 0t3, • • • j Ot/i 

les racinesj siippos^es d’abord toutes reelles, de r^qiiation 

je dtfmirai ]e determinant de x) la plus petite des valeurs 
qiie peut prendre F expression 



(Aj A 2 . . .A/i )2 


lorsqiie les quantites Ao, A^ prennent toutes les valeurs 
r^elles et positives depuis z6ro jusqiFa Finfini. Et d’abord im tel 
iTiinimuin existe toujours, comme onlereconnait ais^ment; posant 
done les Equations 

dB dD //n 
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on est assure d’avance qu’elles seront satisfaites, au inoins par im 
sjsteme de determinations rdelles et positives de A,, Ao, A/^. 
Ces equations deviennenl, en pi'enant 




1 




(i) 2A = nAi 


<^A 


2 A = 71 A.> 




" dl. ’ 


2 A = /I A 


dl 


cLj a proprement parler, elles ne conliennent que les rapports 
etc. Lear somme d’ailleiirs donne Tidentite 

Ai Ai 


2A = Ai 


d\_ 

dAi 


“H A2 


d\ 

dll 


“T* * 

d^ ti 


Cette definition du determinant poor une forme J{y^ x) de degre 
quelconque comprend, comme il est aise de le voir, le cas parti- 
culier des formes quaJratiques; mais, en passant aux valeurs sui- 
vantes de n, la determination de D, en fonclion des coefficients A, 
B, . . L, exige la I'esolution d’6quations alg6briques de degr6 de 
plus en plus eleve, et dont void le caractere essentiel. Repr^sen- 
tons en general leiir premier membre par 

F(D, A, B, G, K, L), 

le coefficient de la plus Iiaute puissance de D etant I’unite, je dis 
cpi’il ne cliangera pas de valeur, si Ton y remplace respectivement 


par les coefficients 

A, 

B, C, .. 

K, L 

A', 

B', C', .. 

K', L' 

de la transfoi'mec 





/(my-H 7iy-4- n^x') a?') 

= -h . .-f- K'x''^-^y'-+- Vy'^^ 

les entiers m, ; /z, 6tant soumis a la condition 

mn^ — nm^ = ±: i . 


Pour le faire voir, soil 


en posant 


, n^cf-i — tjiq 

a . = j 

m — Ji oLi 

on aura 

/i(r'. ^') = A'(^'— a'i.r')(y— 

et 

A' = A ( m — ncci)(ni ~ na^). , .{771 — nccn). 

Or si I’on siibstituej dans les equations (i), a'- a a/ pour obtenir 
les valeurs des quantiles A relatives au determinant de la noiivelle 
forme x^), comme les differences a'- — y.'j deviennent 

g/ — ccj 

(m — 71 a / ) {771 — n ay ) 

on voit immediatement que cela revient a prendre pour inconnue, 
en general, au lieu de A/; done, par cette substitution, 

A|, Ao. . . . , A/^ deviennent siinplement, a un facteur constant pr^s, 

{771 — 7Zai)21i, {771 — ;2a2)"^2* 

Soit 1 ce facteur indetermine; il en resulte que, par la substitu- 
tion de a. a a/, A = iSSA/Ay(ai — ay)- se change en X-A, mais la 
valeur de D reste absoliiment la meine, le produit 

1- {m — Tl^i) {771 — TlOi^). . .{771 — TlCCfi) 

disparaissant comme facteur commun au numerateur et an ddno- 
minateiir, d’apres la valeur ci-dessus de Ainsi, les deux Equa- 
tions en D, qiii sont relatives a la forme pi’oposEe et a sa trans- 
formee, ont les memes racines, et sont par consEquent identiques. 
Voici maintenant quelques exemples du calcul de D : 

1° n = 3, 

fiy} = Ajk^+ H- 

On tr Olive 

A = Ai A 2 (ai — a 2 )^ H~ Aj A 3 (ai — cc^y H- A 2 A 3 (a 2 — 

et les Equations (i) deviennent 

2 A = 3 Aj [A 2 (ai — a 2 )^ 4- A 3 (ai — 0:3 
aA = 3A2[Ai(a2 — ai) 2 A3(a2 — a 3 ) 2 ], 

aA = 3 A 3 [Ai(a 3 — 4 - A 2 (a 3 — ^* 2 )^]? 
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d’oLi Ton tire 

AiA 3 (aj — ^ 3)2 = A 2 A 3 (ao— ^ 3 ) 2 , Ai (ag — aj )2 = A 3 Ai(o £3 

Oil bien 

^ = ("A — ^ __ (otl — ^ 2 ? 

Ai (a2 — aa)^’ Aj (aj— aa)^ 

Soil done 

Ai == (a, -as)-, A2=(ai~a3)2, A3 = (ai — aa)^; 

on obtiendra successiveinent 

A = 3(ai — a2)2(oc2 — a3)2(a3 — cciY, 

Ai A 2 A 3 = (ai— . a 2 ) 2 (a 2 — a3)2(a3 — ai) 2 , 

elj par suite , 

3 

D = A j- = |[27A^(ai--a2)2(a2-~a3)2(a3-- 

(AiA2A3)2 , 

= j a7[B2G2— 4B3D--4C3A—a7A2D2-Hi8ABCD]p'. 

;i = 4, 

f(y, cc) = ky^ -f- By^^-h Cy^x^ -f- Dya;^ -h 

II vient alors 

A = 2Ai[A2(ai — as)^ ■+■ ^sC^i — aap H- Ar„(ai - - a,,)2], 

A = 2 A 2 [Ai(a 2 — ai)2 -4- A3(a2 — -H A 4 . (a^ — 1 

A = 2 A 3 [ Aj ( a 3 esj )2 -H A 2 (!X 3 — CC 2 )2 - 1 - A 4 .( aa — a^. )2 | , 

A = •2A;dAi(a4. — ai)2 4 - A2(a4. — a2)^-4- — aa)^]; 

on en deduitj par nne combinaison facile, 

Ai AaCai — = A 3 A^aa -- ai)^, 

^2^s{c^2 — o^3Y = A4Ai(a4, — ai) 2 , 

AiA3(ai — a 3)2 = A2A4(a2 -- a4)2, 

Oil bien encore 

A?(ai a 2 ) 2 (ai - cc,,y = Aj(a 3 — aa)^ (a^^ccj^y, 

Al(ct2 — a3)2(a2 — = Af(ai— a4)2 (a^ — -aa)^, 

Aj(a4 — a2)2(ot4-~a3)2 == A^^ (aj — qta)^ (a^ aa) 2 . 
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Ainsi, nous prendrons 

= (052 “ a3)H^3 — 

= (aa — —aOHai a3)^ 

= (a4 — ai)2(ai — ociY^oc.^ — 

Aj = (ai — a2)2(a2 — a3)2(a3 — ai)2, 

et pour avoir, comme la question Fexige, des determinations posi- 
tives, nous supposons 


ai>a 2 >a 3 >a 4 , 

ce qui donnera 

Ai = _(a2 — a3)(a3--a4)(a4 — aa), 
As = —(053 — ^4) (a4 — ai)(ai “^s), 
A3 = — (a 4 — ai)(a] — 052) — ^4), 

A4 = — (ai — ao) (a^ — aj) (a^ — aj). 


Soit, pour abr^ger Fecriture, Q le carre dii produit des six diff(^- 
rences des racines prises deux a deux; on conclura de ce qui 
precede (^ ) : 

Aj A 2 A 3 A 4 = Q, 

I 

A = 4Q2 -_a3)(a2 — cc;,), 

_ * A A 

D = j = 4A(ai— a3)(a2 — 054). 

(Ai As A3A4)2 

La determination de D, en fonction des coefficients de f(^y^x)^ 
se ram^ne aiseinent a la resolution d’une equation du troisieine 
degre : en representant par ^(A, B, C, D, E) la fonction ration- 
nelle et entiere de ces coefficients qiFon obtient pour le produit 
sjmetrique A®0, cette equation sera 

D3_ 42D(G2-- 3BD -H 12 AE) — 43 = o, 

et ses trois racines 

.4 A(ai — aa) {ct^ —cf-i,), 

4A(a2 — ai)(a3 — ai), 

4A(a3 — a2)(ai-~a4). 

Voici maintenant la methode generale de reduction ; ayant deter- 


( ) Nous corrigeons dans les lignes qui suivent quelques l^geres erreurs de 
calcul sans aucune importance pour la ih^orie g^n^rale. E. P. 
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mine par la iheorie prececlente les qEianlites Ai, Ao, A,;, soil 

y = my' 

X = ny' -h x', 

la substitution proprc a rediiire la forme binaire 

Ai(y _.ai^)2-h A2 (j — -f-. . .-h A„(7 — 

dont le determinant change de signe est la quantite designee ci- 
dessus par A, je dis que cette meme substitution effectuee dans la 
foiMiie proposee f(yy 00 ) conduira a une Lransformee f\{y^ oc')^ 
dont tons les coefficients auront des valeiirs limitees qai d(^pen- 
dront seulement dii determinant D et de I’cxposant /?. 

Soil 

a = Ai (7?i — n ai )‘^ -+- A2(/7i — ii cc ^ )- H--. . . -h A/i( — n 

ao = Ai(;nO ■— A2(77 iO — /if -f- . . . ; 


d’apres Ic caract(^rc principal des formes binaires reduites, on aura 

aao < 5- A, 

ce qoi domic, cn siipposant a cao, la limitc a- A; or void les 
consequences qiii s’en dt^duisent : En iiremier lieu, Ic produit dcs 
qiiaiilites positives 

— 7zai)2, A2(7 ?i — noc^)', 


ne pouvant d(5passer son maximum 


y on aura 


Ai Aa. . . A/i (771 — naiY {?n — tiol^Y ..\m — naL,iY < 



d’oii Ton tire aisdment 


A ( 771 — /I «! ) {ni — 71 a2 — noLfi) 



D. 


Secondement, si Ton omet dans a le terme A/(m — en 

raisonnant comme tout k Fheiire, on trouvera 


Ai A 2 . • . Ai'^i A/^-i A/ 4 , 2 . . . A^( 772 — ■™" 7ia/_i)2 

X (771 — • \ ri% — /ia,i)2 < 
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miildpllant membre avec I’inegalite <; Hq et posant, 

pour abreger, 

(a/) = ( 7 ?z — nai) ( 772 — 7^^2). . — — 


•on obtiendra facilement 


A(a/) < 



D. 


Ces deux concliisJons auxqnelles nous soinmes arrive d^montrent 
im media lenient la proposition annoncee; en effetj soil comme pr^- 
cedemment 


/i(y, x') = A'(y— a', x') {/— (x:,x')..,(y— 


•on aura 

A' = A(77Z — 72ai)(7?l — TZao). . .(m < 



-el 


a/ — 

m — n oLi 


Afa,) I / 1 /4 

A' — 1 / \3 


1 



ainsij le nombre entier A', d’une part, et toutes les quantlt<^s a', 
y, . . de Tautre, sont limitees ; done il en est de m^nae encore de 
tons les autres coefficients B', C', U. Entre autres relations 
<:[u’on pent ^tablir a cet egard, on doit I'emarquer la suivanle, qui 
fournit une limite du produit des coefficients extremes, savoir 


A'L'< 



1)2. 


Je vais maintenant considerer les formes /(jK, x)^ ou les racines 
•de r^qiiation /(s, t) sont en partie r^elles et en partie imaglnaires ; 
nommons done 

aj, a2, a3, 

les racines reelles, et 

Pi, Ti; K pv, Tv“ 

les divers couples de racines imaginaires conjugu^es, de sorte que 


|jL-i- 2v = 71; 
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posons 




4 Jmdj^adi 
1 1 


A'; [( ?,— Py)(Y- - -O) - ( P.- - V ) ( Py— Y.-)] 


■^2 
1 1 ^ 

je definirai le determinant dc/(j^j x) la plus petite des yaleurs 
que pent prendre T expression 


lorsqne les quanUtes A,, A^, ..., A^,; A', A'^, A^passcnt par lontes 
les valeurs I'^elles et positives, depuis z^i'O jnsqn’a I’infini. On ob- 
itiendra alors, pour le minimnnm cberche, les equations 


aA = 71 A] 


a A = 71 Aj -77- ^ 
Cl -^2 


a A = 71 A 




c^A c^A 

4A ~ /I Ai -Tpr, 4 A = 71 Aj ^rrr’ 


• • • j 


-el im raisonnement scmblaldc a celiii qui a eid employe ci-dessus 
prouvc.que touLos les transformees eqnivalenlcs a la 

forme proposee, condiiiront a la meinc equation pour determiner D 
on fonction de leurs coefGcIenls. 

D’apres cela, jc fais dans /(j^, or.) la substitution 

y z=: my' m^x\ 

X = ny' -+- n^x' 

propre k reduire la forme binaire quadratique 
Ai(y — -h A 2 (jk — 0:2^)^ AyXjr 

H- A\ (7 ~ p 1 (jK ~ Yi ~ p2 ^2 ^ ) + • • • 

•+• ^v(r — (r — Tv •'2?) 

de determinant — *A, et je dis que tons les coefficients de la trans- 
formee /{ (y, x^) auront des valeurs finies, limities seiilement an 
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mojen de D et des nombres [a, v. Soil 


et 


/i (/, = A (/ — < x') if ) 

X (y- 

X (y — f I — T2 ^0 • • ' (7' ~ Tv ) 


A' = A ( 7?i — nax){m — zi as ) . . . ( 7?^ — zi a^,) 

X (/?l Zl Pl)(z?l — Zl^s)' • - ^ Pv) 

X (m — . .(m — n^(yj). 


On poiirra comme pr^cedemment faire 

Pi= 


A(aO 
■ "A^^ 


A(p/) 


T^ ^ 


A(t/) 

A' ' 


et Ton obtiendra, par des raisonnements analogues, 


A'< 2^ 



B, 


en partant de la relation 

\i{m— ziai)2 -4- A^{m — nci.iy H-. Aj;^(z?z — 

4- Ai(z?i — n^i){m — zi^i) -1- A'^ (zzi — n^^)(rn — ziya) “+-••• 

4- A'/ z?i — n Pv) — /iTv) < 

On aura encore les deux limites suivantes 


. 7 - 1) 


(I) D, 


Alnsl le coefficient A', les racines r^elles et les modules des racincs 
imaginaires sont limites comme je Fai annonc^; done il en est de 
meme de tons les nombres entiers qui forment les coefficients de 
la transformee y (y, A). 

Les principes precedents s’appliquent avec beaucoup de facility 
aux formes ciibiques et biquadratiques ; on observe alors cette cir- 
Constance remarquable qiie, pour chaque degr^, e’est toujours la 
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m^me equation en D qui vient s’offrir, bien que les calculs par les- 
quels on y arrive different beaiicoup, suivant le nombrc des racines 
reelles et imaginaires, mais je n’ai pu jusqu’a present decouvrir la 
raison gen^rale de ce fait important. 

Le cas des formes binaires dii second degre a facteiu's reels, si 
distinct des autres, se rattaclie a line theorie ires etendiie fondle 
siir la reduction des formes quadratiques a un nombfe quelconque 
d’ind^teiuninees, et qui einbrasse toutes les irrationnelles alge- 
briques; je la soumettrai dans un procbaln Memoire au jugemenl 
des G^ometres. 

Paris, mars 1848. 



SUR Li THEORIE 


DES 


FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. 


Journal fitr die reine und angewandte Matheniatik, tome XL; i 85 o. 


Un des principaux caracteres des formes ternaires reduileSj, 
lorsqu’elles sont definies, consiste en ce que le produit des coeffi- 
cients des trois carres des variables est loujours inferieur au 
double du determinant. C’est la, comme on sail, une limite pre- 
cise, decouverte d’abord par induction, pais d^montree par 
M. Gauss dans fecrit si remarquable sur rOuvrage de M. Seeber. 
Mais les transformations analjtiques de I’expression 

D = aa’ a'' %h b’ b" — ah^- a' — a" 

doanees par Tillastre geometre, et desquelles resulte avec tant 
d’^legance la limite indiqaee, me semblent tenir a des principes 
singulierement caches, et qu’il m’a ete impossible de retrouver 
malgre tons mes efforts. Apres de longues recherches, j’ai d^coavert 
enfin une methode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et 
je vais la developper dans cette Note, apr^s avoir d’abord donnd 
une demonstration simple de Texistence des caracteres attribues 
par M. Seeber aux formes reduiles. 

Soit, en suivant la notation des Disquisitiones arithmeticce, 

/ = a' y- -f- a" 52-4-2 byz -h 2 b' xz -f- 2 b" xy 

Line forme definie positive a coefficients quelconques, car il n’j a 
aucunement lieu de les supposer entiers dans la theorie de la 
reduction. Considerons la serie endure des transformees distinctes 
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equivalentes a/, et formons un groupe partlculier de celles ou le 
coefficient de run des carres a la plus petite valeur possible. 

Reunissons ensiiite dans un second groupe Loutes les formes dii 
premier^ ou un autre coefficient des carres est encore le plus petit 
possible. Enfin, formons un dernier gi'oupe des formes prdce- 
dentes, ou le troisieme coefficient des carres est un minimum : je 
dis que les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront 
tons les carac teres des reduites de M. Seeber. 

Qu’on les represente, en eflct, par 

F = -4- 2 -i- 2 B''xy = ^,,^7 

les diverses formes binaires 


(A, ir, A'), (A, ir, A'O, (V, B, A") 

seront necessaircment rdduitcs. Si, par exemple, (A^, B, A!^) ne 
I’etait pas, en eflectuant dansF la substitution propre a la r^duire, 
on arriverait a une Iransformcc equivalente, ou Tun an moins des 
coefficients de et z- serait diminue, A restant le jo^nie; c’est 
done a celte transfornffie que la mdlhodc emplojec aurait conduit, 
et non a la proposce. Dans le cas ou B, B', sont mSgatifs, il 
faut encore arriver c\ la condition 


ou bien 


A_l-. — B” ), 


A -I- A' A'-h 2 B - 4 - 2 B' 4- 2 B'' > A% 


M designant Ic plii*s grand des coefficients des carres. Pour cela, 
considdrons la U'ansformee dquivalente a la proposce, olHenue par 
la substitution 

=: X - 4 - Z, 

z^Z, 

oil les coefficients de X-, Y^, Z- seront respectivement, A, A', et 
A ■+• A^ H- A^^ -f* a B H- 2B'-f- 2B^^; cette derni^re quantitd ne pent 
done ^tre inffirieiu^e k Mj car c’est encore k celte transform^e et 
non k la proposi^e que la radlhode edt conduit. 

J’omettrai, pour abr^ger, Talgorithme de reduction auquel les 
caracti^res des formes reduites conduisent tout naturellement, car 
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il ne me semble pas ires important au point de vue de la tlieorie, 
et j’arrive a mon principal objet, a la condition 

AA'A"< liD. 


Tout repose sur le question suivante : z) etant une 

forme dcfinie quelconqiie, determiner la limite precise du minimum 
de f{x^ y, i), pour des valenrs entieres de x ety. 

Reduisons la forme binaire qui resulte des termes du second 
degre de y, i), par ime substitution propre ou impropre 

X = mX 4- n Y, 
y = lJ.X -h vY, 

de maniere que le coefficient moyen de la transform^e soil posilif 
(e’est M une condition essentielle, pour les considerations g^o- 
metriques que nous aurons a d^velopper tout a rheme), et posons 

/(mX-f- tzY, |jlX-hvY, i) 

= AX^-f- 2B"XY-+-AY2 4-2 BY-h 2B'X4- A"= F. 

En designant par a et [3 deux constantes convenablement choi- 
sies, on pourra faire 

F = A(X-t-a)2+2B"(X-+-a)(Y+ 13)h- A'(Y + §)2-+- 

D 6tant le d6terminant de /(x, y, z) et A celui de la forme binaire 
(A, A') qui est reduite et ou B'' est positif. Soient, enfin, ^ et yj 

deux nombres entiers tels que ^-i-a et -1- [3 soient positifs et 
moindres que Tunit^ ; je dis que le minimum de F correspondra 
a Tun des quatre systemes de valeui's 



li 

X = $-I, 

II 

X==^, 

1 

II 

X=^-I, 

1 

11 


On sail, en effet, qu’une propri^te essentielle des formes binaires 
rdduites 'f (^, y) consiste dans la relation 

— i,7)<?(^,y), 


si I’on a a la fois 


^>y et ^>1, 
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oil bien encore 
avec les conditions 




j' ^ et JK I . 


Les qnatre sjstemes de valeurs considerees sont d’aillenrs evi- 
demment les seuls pour lesquels les valeurs absolues de X-ha^ 
Y 4- [3 soient inferieures a Tunite, et il nous reste a determiner 
aiiqiiel de ces systemes correspond le minimum absolu de F, ainsi 
qii’a troiiver Line limite precise de ce minimum. 

Pour cekj j’aurai recours aux considerations g^om^triques sui- 
vantes : 

Soit OAB un triangle icl qu’on ait 

Oa’=A, OA.OB cosAOB=: B"; 


Fig. I. 


B P' O' 



Ic carre de la distance a rorigine O, d’un point M dont les coor- 
donnees oblirpics paralleles a OA et OB sont OA.^ ctOB.//, sera 
precisement la valeur de la forme binairc A. -f- la 4- A! et 
si on la designc un instant pour abregei* par o(^t^ w), on voit faci- 
lement qii’on aura les relations 

MO^ = 9(^7 ^ — I, u), 

mb =:u=cp(^, zt-— i), MO' = cp{4 — 1 , zz i), 

ennehevant Ic parallelogramme OABO'. Cela posd, il est mainte- 
nant facile dc reconnaitre quelle est la plus petite de ces qualre 
distances. 

Soient G et les centres des ccrcles circonscrits aux triangles 
OAB, O^AB; menons d'une part les perpendiculaires CP, CQ, sur 
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les milieux de OA et OB, de I’autre les perpendiculaires C'Q', 
OP', siir les milieux de O'A, O'B, et joignons CC'; selon que le 
point M tombera dans rinterieur des figures 

OPGQ, PAQ'GX, G'QXT', P'BQGG^ 

le sommet le plus voisin sera 

0, A, O', B. 

Mais, dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet 
•correspondant ne surpassera jamais CO = CA = AC'=: C'O', . . ., 
c’est-a-dire le rayon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un 
‘calcul bien simple donne 

—2 __ AA'(A+A'- 2 B") 

4(AA'~-B"2) 

Nous voici done conduits a cette limile precise du minimum 
Xe F ou de Fexpression proposee JK? 0? savoir 

^ AA'(Ah-A'— 0.B") D 

0 < — ^ — 7 T ^ + 


De la, comme on va voir, se deduit imm^diatement la proposi- 
tion que nous avions en vue. Ddsignons par 


f{x, y, z) = 


a, a', a”\ 

b, b\ ¥) 


line forme definie reduite, ou les coefficients a, a', a" sont ranges 
par ordre croissant de grandeur; (a, ¥ ^ a!) sera, comme on Fa vu, 
line forme binaire rdduite, et nous pourrons toujours y supposcr 
-6" positif. J’ajoute que a!^ est le minimum de/(ij;,y, i) pour des 
valeurs entieres de x et jk, savoir pour x = y = o] s’il exis- 
lait, en effet, deux entiers, m et pour lesquels on eut 


n, i)<a" 

la substitution 

X = \ mZ, 

y = Y-h/i Z, 

■ Z 


donnerait une transform^e ^quivalente, ou a et a' seraient con- 
serves, tandis que a" serait remplace par la valeur moindre 
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/(/n, 72, i); c’est done celte transformee qui serait la rediiite et 
non la propos^e. 

Nonspouvons ainsi, entre les coefficients cle /, etablir la relation 
obteniie plus haul, s avoir 

,, aa! D 

^ aa' — 

On en deduit 

D > a"{aa ' — ^ aa'ia — ‘2b" -h a'), 

d’OLl 

aD — aa' a" > a a’ a'' — 2a" b"^ — ^aa' {a — 2 b" a'). 

Or le second membre de cette in^galite est essentiellement 
positif ; en effet, pour la plus petite et la plus grande valeur de b\ 
savoir 

^"=0 et 

il se r^diiit a 

aa' o!' — ^aa'^a-^ a') = aa'[| (a" — a) -i- 

et a 

a o' a!' — I a^a !' — i aa'^ = -J- aa"{a'-- a) ^ ^ aa'i^a " — a ') ; 

qiiantites positives. Si done pour des valeurs interniMiaires de 
il poiivait devenir ndgatif, ce ne serait qii’a la condition de s’eva- 
nouir deux fois dans Pintervalle compris entre les limites b'^=z Oj 
b'' =^a; mais cela est impossible, P^quation 

a a' a" — 2 a" b"^ — J aa'{a -4- a' — 9. b") = o 

ayant necessairement ses racines de signes contraires. 

On a done toujours, comme nous voulions I’^tablir, 

a a' a" < 2 D. 

Paris, avril i85o. 
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SUR DIFFfiRENTS OBJETS 

BE lA 

THEORIE des nombres. 


Opuscula mathematica de Jacobi, tome II, et Journal de Crelle, 

tome 40. 


Premiere Lettre. 

Pres de deux annees se sent ecoulees, sans que j’aie encore 
repondu a la lettre plelne de bonte que vous m’avez fait I’hon- 
neur de m’ecrire (^ ). Aujourd’hiii je 'viens yous supplier de me 
pardonner ma longue negligence et vous exprimer toiite la joie 
que j’ai ressenlie en me voyant une place dans le recueil de vos 
OEuvres. Depuis longtemps eloigne du travail, j’ai dtd bien tonclie 
d’un tel temoignage de votre bienveillance ; permettez-moi, 
Monsieur, de croire qu’elle ne m’abandonnera pas ; elle me devienl 
encore en quelqiie sorte d’un plus grand prix en me sentant, 
apres un long inter valle, ramene de nouveau a I’etude, sur la voie 
de quelques-unes de vos pensees. 

J’ai cru voir I’orlgine de belles et importantes questions d’ Ana- 
lyse dans cette partie de votre Memoire : De Junctionibus quec- 
drupliciter periodicis, etc., ou vous etablissez I’impossibilite 
d une fonction a trois pdriodes imaginaires. L’algoritbme si singii- 


(M Cette lettre, imprimee dans le Journal de Liouoille, Vol. XI, p. 97, et 
dans le premier Volume des Opuscula mathematica, p. 367, porte la date du 
^ '8^5. Jacobu 
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Her, par lequel vous reduisez a im degrd de petitesse arbitraire les 
deux expressions 

ma -4- a ' -+• rn” a*', mb H- 6' -f- ni!' b'', 

n’est-il pas le premier exemple d’un mode nouveau d’approxima- 
tioU; ou les principales questions de la iheorie des fractions con- 
tinues viennent se reprdsenter, sous im point de vuepliis etendu? 

Par exemple, eLant donn^es deux irrationnelles A, B, onpourra 
determiner, lorsqu’elle existe, toute relation lineaire telle que 

Aa-i-BZ>-Hc = o, 

ou a, 6, c sontentiers. Qu’on prenne, en effet, 
m A — m' — m B — m" = fi , 

a et (3 pourronL devenir aussi petils que I’on voudra; d’ailleurs 
on en con dura 

aa -h = m(Aa -i- B^) — am' — bm" = — {am'-h cm). 

Le second membre de cette egalitd est un nombre entier, done 
aa -i- ijS ne pourra diminuer au del^ de I’unitcS sans se r^duire a 
zero. Ainsi le calcul des nombres, /n, m\ poussd a cette 
limite, il *n’y aura plus qu’a convertir | cn fraction continue pour 
obtenir la relation chercliee. 

Cbercliant a appliqiier le nouvel algorithme aux irrationnelles 
d^finies par des equations du troisieme degrd a coefficients 
en tiers, j’ai vu s’ollrir quelques questions d’une grande etenduc 
auxquelles je me suis principalement appliqui, et qui m’ont 
amen6 k considdrer la mdthode d’approximation quo je me pro- 
posals d’dtiidier, sous un point de vue bien dloignd de son origine. 
C’est dans c[uelqucs proprieles trds dldmentaires des formes qua- 
dra tiques, a un nombre quelconque de variables, que j’ai ren- 
contrd les principes d’Analyse dont je vous demande la permis- 
sion de vous entretenir. 

J’ai tird de ces principes une ddmonstration de votre beau 
tlidoreme sur la ddeomposition des nombres premiers 5 -f- 1 , en 

quatre facteurs complexes, formds des racines cinquidmes.de 
Funltd. Je ne sais. Monsieur, sHl me sera donnd de vous suivre 
dans les nouvelles rdgions de I’Arithmdtique transcendante dont 



109 * 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


vous avez ainsi oiivert la voie. Jiisqu’ici j’ai eu plat6t 
dans cette recherche, rapplication qiii s’offre d’elle~m^; 
iheorie de la division des fonctions abeliennes dependant 

tegrale C Pent-etre, d’ailleurs, tronvera-t-on la 

J / 1 — 

ments nouveaux pour cette question si difficile des lois 
procite des residiis de cinquieme puissance, surlaquelle 
le premier appele Tattention des geometres. 

Tout poljnoine homogene du second degre a n i 


pent etre mis sous la forme 

i df I 

Si I’on pose 

LM.=x 

2 dxo " 2 d^i 


dj 


Xi • 


= X„ 


--Lx . 

2 dXn 


i ^ — V 

‘2 dx,i ^ 


en nommanl D le determinant relatif a ce systeme d’e< 
lineaires, la substitution des variables X^, Xr,- . - X,? co: 

uii nouveau polynome que je representerai ainsi, savoir 

F(Xo,Xi, 

D 

Gela etant, je nommerai D le determinant de et F . 
adjointe a /; on trouve ensuite ais^ment que la forme o 
a F, sera 

La notion des formes adjoinles donne le theoreme suivj 

Si la forme /, an -\-i variables ^o, ^(, . . ^, 2 , se 

par la substitution 

+ --070 = o , 

P7o P'ji • .-f- = o, 



Xjo + -+■ -t- . . • 4- —^n = 0, 

en la forme qui n! en renferme plus que /z, le detei 
relatif d g s^ohtiendra par la forme adjointe F, en c 
aux variables X^, X,, . . ., respectioement, les 
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representees par les coefficients des termes x,i dans 

le determinant de la substitution j ces derniers termes etant 
re gardes comme une (/z -f- colonne de coefficients, 

Un autre theoreme essentiel, dans mon analyse, se fonde snr la 
proposition, aisee a demontrer, qu'^tant donnde une forme binaire 
(a, a!') de d<^terminant negatif — D, et dont les coefficients ne 

sont plus enders, mais des qiiantites quelconques. Ton peut tou- 
jours Irouver deux nombres enders premiers entre eux, a, p, tels 
qu’on ait 

a 2 6 ap -4- a' ^ I ]3 . 

Quant aux formes de determinant positif D, on obdent dans 
tons les cas la limite inferieure 

H- 2 6ap -H < /D. 

Soil actuellement /(^o? • • •? forme quelconque a 

/1-+-I variables, dont les coefficients soient enders ouirrationnels, 
et dont le determinant soit D en valeur absolue; je dis qu'cn 
pourra toujours trouver n --j- i nombres entiers, a, p, y, . . ,, X, 
tels qu^on ait 

1 

/(a,§,Y, ...,^)<(|)' “J/d. 

Supposons que ce theoreme soit vrai pour les formes de n va- 
riables, on pourra demontrer quhl est vrai aussi pour les formes 
de n H- i variables ; il sera done vrai, en general, puisqu’il a lieu 
pour les formes binaires. Cette demonstration se base siir le 
lemme : 

Que Von peut toujours diterminer n colonnes de /i + i 
nombres enders telles qiden ajoutant une [(/^ + colonne 

et formant le diterminant, les coefficients multipliis dans ce 
determinant par les diffirents termes de la (n colonne 

soient des nombres enders donnis, 

En effed etant proposes n + i nombres enders quelconques^ 
a, p, Y, X, X, 

determinons a, 6, c, . . A' d’une part, A^de raiitre, 
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par les Equations 

ap — c'y — CTTi = 'it2j *.•, — A''rr/i_2 = '^/i— ij 

ou TZi designe le plus grand cominun diviseur de a et [i, tco le 
plus grand commun diviseur de y etnj, . . le plus grand 

commun diviseur de t:^_2 et x, on saura prouver qiie le dHermi- 


nant du systeme 




( 0 ) 

1 

b Y bco 

TZo 713 

hedz 

7C4 

hcd..,k.\, 

(O 

a 

TTj 

a Y aco 

7^2 *^3 

acdz 

714 

— acd. . ./c.X, 

(^) 

0 

t 

TTi CO 

7:2 Ttu 

ddz 

71:4 

c'd...k.\, 

(3) 

0 

TTo 

0 

'^3 

d’ z 

714 

... — d' ...k.l, 

(n) 

esi (0 

0 

0 0 

0 

* 

(— 


a(o)4- 

Y (' 2 ) H-. . 

.+ ).(«)• 


Ce lemme, joint au theoreme ci-dessus, fait voir que, si Von 
deduit dhine forme /, de n i variables^ une autre /o de n 
variables, en substitaant aux n + i variables des fonctions 
lineaires de n variables affectees de coefficients entierSj on 
pourra choisir ces fonctions a substitiier de maniere que le 
determinant de fo de^ienne 

F(a, P, X), 

F etant la forme adjointe de f et ol, des entiers donnes 

Cl V arbitr air e . 

Uadjointe de F etant on pourra done aussi deduire de F 

une forme de n variables Fq dont le determinant sera 

a, ...,X etant des entiers donnes quelconques. Done, dans 
rhjpothese admise pour des formes de n variables, la forme F^ et, 


n(n +1) 

(*) I] faudrait mettre ( — i) 2 devant la somme ci-dessus, mais ce facteur 

est sans importance pour la suite. E. P. 
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par suite, la forme F elle-meme ponrront prendre une valeur 
moindre qiie 






valeur que je designerai par F(ao, po, . . -y^o)- On prouve de la 
meme maniere que/pourra prendre une valeur moindre que 


^F(ao, Po, 

valeur que je designerai par /(a-, [i', . . V). On aura done 


(/z-l) 


/(a', p', .... 'v/F(«o, Po. Xo), 




F(«o, Po. ...,Xo)<(|y '^/D«-i/(a, X), 

el, par suite. 


rt’— 1 


/(«', P', ...,X')<(|) ?, ..., X). 

En continuant de la m^me maniere, et en posant 

/(«<«, j3«), . . . , X(^-)) = /«), /(-X, p, . . . , X) =/(»), 




= L 


on trouvera successivement 




(m-l) 


d’ou suit 




On pourra done, en prenant m assez grand, parvenir a une 
valeur de /, 

9 

ee qu’il fallait d^montrer ( ^ ). 


(^) M. Hermite fait dans le post-scriptum quelques observations compl6naen- 
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De nombreiises questions me semblent dependre des r^^sultats 
precedents. Void, en premier lieu, comment j’ai essay^ d’y rame- 
ner votre nouveau mode d’approximation : 

A et B etant les quantiles donnees, je considere la forme ter- 
naire 

/ = {x'— kxy - -h {x’'— B ^)2 -H 


dont le determinant est une quantile positive quelconque ^ • Pour 
toutes les valeurs de A, on saura determiner trois nombres entiers, 
m' ^ ^ lels qu’on ait 


et, par suite, 


(m'— XmY H- ^ 

^ ^ y/A 




Les deux premieres relations font voir qu’on pent rendre simul- 
tanement d’un degre de petitesse arbitraire, jji ’ — A/ 72 , — Bm ; 

la troisieme donne la mesure precise de I’ordre d’approximation 

des fractions en montrant que I’erreur est proportionnellc 

a — Enfin, la forme adjointe de / etant 
m\Jm 

( X — f- A X —1— B ^ -j— j 

A 

le calcul conduit encore a une suite de nombres entiers, tels que 
a, p, y qui rendent la fonction lineaire Aa + Bp+y de Fordre 
^ ou pj et Ton demontre cpie, s’il existe une relation telle que 

Aa + Bi -f - 0 = o, a, 6, c etant entiers, on verra la fonction 
Aa4“B6 + c s’ofifrir necessairement k partir d’une certaine 
valeur de A, puis se reproduire indefiniment, pour toutes les valeurs 
plus grandes. 


taires sur ceLte demonstration. Remarquons que, s’il s’agit d’une forme indefinie 
dont les coefficients ne sont pas entiers, la demonstration n’exclut pas que la 
forme puisse se rapprocher indefiniment de la limite indiqu^e, en lui restant 
sup^rieure; mais on est certain que le minimum de la forme est aussi voisin de 

n 


^4^2 


que Ton veut. 


E. P. 



V oici a autres consequences : 

Soil 

F(ii?) = -i- -h. . .H- L = o 

line equation quelconque irrt^duclible a coefficients enliers et dont 
a, Pj . . \ soient les racines; si la congruence F(ji:;) = o admet 

line solution x = a pour un certain module N, en posant 

o(a) = N.ro-h (a — a)Xi -h (a^ — -H. . 

Xqj x^^ ... deslgnant des entiers, la forme 

f = ?(«)?(?)••• ?(^) 

reprdsentera toujours des nombres entiers multiples de N : or je 
dis qu’on pourra troiiver line infinite de sjst^mes de valeurs de^^To,. 
. . ., Xn-.\ pour lesquelles on ait 

f = MN, 

Tender M ^tant au-dessous de la limite, 



dans laqiielle A represente le prodiiit des n(/i — i) differences des 
racines a, [3, . . \ prises deux a deux. 

Supposons en premier lieu, les racines a, [3, . . ., \ redles; je 
considere la forme quadra tique k n variables 

y = Dq cp2(a) H- Dj cp2(P) -1~. . D/i_iCp2(X), 

ou Do, Di, . . sent essentiellemenl positifs : soit D le de- 

terminant de/, on saiira trouverpoiir.ro, . . ., unsysteme 
de valeurs entieres telles qu’on ait 

/=.(!) 5 ^, 


0 ) etant inoindre que Tunite. Or le pi'oduit des quantites positives 
Docp-a, D<(p*[3, ... ne pourra jamais depasser son maximum 



> correspondant an cas oii elles sont toutes egales ; on aura 



io8 


OEUVRES DE CHARLES IIERMITE. 


done 




4^^ 
3 


n (//-I) 


D 


11 faiitici oLlenir D, qui est le delerminanL rclatif au syst^ 
equations lineaires dont les premiers membres soraient 

^ iL . , 1 

2 5 ^^ ' 1 dXi^ 2 (iXn-\ 

Or on trouve sans difficult^ 

D = ADoDi...D/z-iN2, 


ce qui conduit a la limite annonede. 

Comme il ne reste dans le rdsullat aucimo trace des qn 
Do, Di, . . D„_^, il suit qu’en leur attribuant toiUes les • 
possibles, les memes multiples de N se repj^oduiront ne 
rement une infinite de fois^ pour une infinite de sysU^ 
valeurs distinctes de ^ • 

Si requation proposec, F(^) = o, n’a plus loutos scs 
reelles, on fera correspondre dans la forme /, a chaque coi 
racines conjugudes a, P, le produit Do cp(a) cp( [5), au ] 
Do cp-(a) -H D< o-(P). Dans le cas oii loutes les racines s 
imaginaires, ce qui suppose le degrd iin nombre pair n = 
sera conduit de la sorte a la forme 


/== Docp(a)cp(P) -h Di o(y)c?(o) H-. cp(x) cp(X). 

Le detei*minant s’oblient aussi dans ce cas aisdment, 
trouve 

D = (DoD,...D^_.)« 


Comme on a, d’ailleurs, 

\^J 

et 

on en tire la limite 
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qui ne difF^n'e pas de celle que nous venous d’obtenir dans le cas 
des racines rdelles. 

Siipposons que Pequation proposee soit 

— I 


qui donne lieu a line congruence soluble pour Lout module premier 
N “ A'/? -h I ; A sera alors Ainsi dans le cas de/? = 5 , on aura 
la linilte 



laquelle esL ^ i mais done on aura precisement 


f=N. 


C’est, comme vous voyez, Monsieur, la d(^monslration de votre 
llu^or^me. 

Mais il y a plus. Prenant /? == 7, on trouve I’expression 


1 

4\ ^ / 7^\ 2 

3 / \6®/ 


qui est moindre que 6. Or, la forme f 6Va.nl toujours == o ou i 
snivant le module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que 

f==N. 

Considerons, en second lieu, requation F(^)=:o, qui a pour 
racines les r,{p — i) periodes de deux racines de ^ ^ mo; on 

aura la proposilion que la congruence F(5) ~ o est resoluble pour 
lout module premier N = A*/? — i . On irouvera alors 


^=P 


[p-Z) 


d’oLi I’on tirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de 
/? = 7, 72 = 3 , il vient 



et, par suite, M < 3 . Or il est facile de voir que suivant le mo- 
dule 7 la forme f est toujours =0, i, 011 — i . On ne pent done 
admettre que M = i . 
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De la resulte ce theoreme : 

Oue tout iiombre premier 'j m — i est decomposable en 
trois facteurs complexes formes des racines de V equation 

^3-|_ ^2-. 2- ^ I = 0. 

Ea reflecliissant aux questions precedentes j’ai ete conduit a 
m’occuper de la theorie de la redaction des formes quadratiques 
a un nombre quelconque de variables, qiii m’a sembl^ devoir etre 
introduite dans T^tude des expressions telles que t. De meme que 
pour les formes binaires, on obtientce r^sultatque, pour un deter- 
minant donne, elles se laissent distribuer en un nombre toujours 
fmi de classes. La methode de reduction devra reposer encore sur 
Temploi de substitutions lineaires a coefficients entiers, et an de- 
terminant ±1, par lesquelles line forme donn6e est cbangee en 
une autre entierement ^quivalente et de m^me determinant. Voici 
quelques reflexions sur ce sujet. 

Soient d’abord 


les substitutions qui changent X{^ . . Xn) en la forme equi- 

valente et de meme determinant F(Xo5X,, . , X/^). Nommons 

giyo^yu G(Yo,Yi, Yrt), 

les formes adjointes respectivement a / et F; par la definition 
meme donnee ci-dessus des formes adjointes, on prouve tr^s faci- 
iement que Ton aura 

= G(Yo, Yi, Y«), 

€n posant 

Yo = a/o -T- P71 

Yi= a>o H- P'71 ■ 4 -*..-+- Vyn, 

1 

II suitde cette proposition que, si dans la forme f on change seir 
lement les n variables x, , a?,, . . . , Xn en d’autres X, , Xo, . . . , X„, 


= ctXo + a'Xi -1- a'Xj 4-. . . H- 
= pX„ + P'X, -H p"X2 -H. . . H- p<«>X,„ 


= X Xo 4- X'Xi 4- X"Xj 4- . . . + X„ 
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pour obtenir la transformation correspondante de la forme adjointe, 
on aura a changer seulement les ii variables jKo • • "^y<i 
d’autres Yo, . . Y,^, et reciproquement. D’ou Ton voit qu^en 

changeant dans la forme adjointe les n variables 7 ^2? • • • 7 JK/i 
en d'autres Yi, Yo, . . Yn par la transformation correspon- 
dante de la forme proposee^ le coefficient de xl ne sera pas 
alter e. 

Changeant au contraire, dans la forme propos(^e, la seule va- 
riable en X par la substitution 

iTo = X -f- -4- a" ^2 -H. . . 4 - 


les substitutions correspondantes a faire dans la forme adjointe 
seront 


D’ou I’on voit qv'eii changeant^ dans la forme proposee, la 
seule variable Xq par la transformation correspondante de 
La forme adjointe ne seront alteres que les termes multiplies 
et 

Voici le rdsultat que j’ai obtenii au moyen de ces lemmes : 
Nojnmons rdduite une forme 


F (Xo. Xj, . . . , X/i) 


du determinant D, telle, en premier lieu, qiCen faisant 


on ait (^ ) 


A < 


i d¥_ 

I dXo 


: AXo BXi H- GXs ■ 




B<^A, 


G<^A. 


LX„ 


L<-A, 


telle encore que la forme adjointe d F, G(Yo, Y^, . . 
represente, pour Yq == o, elle aussi, une forme reduite : si Von 
sait ramener les formes d^ordre n d des formes equwalentes 


( ’ ) Ccs in^galitds et, en gt^ndral, cclles que Ton rencontrera dans les questions 
de reduction sent relatives aux valeurs absolues, et D repr<5sente la valeur ab- 
solue du discriminant de la forme. E. P. 
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reduites, on saura aussi ramener d des formes equivalentes 
reduites les formes d’ordre n + i. 

En effet, lorsqu’on se propose de changer la forme donnee / 
dans uhe autre equivalente os ' an inoyen de la 

substitution, 

Xq =: ccXq -h .H- 

J 

CCn = -T- x\ 

on pent prendre pour a, p, . .., 1 des en tiers 'quelconques sans 
commim diviseur, puisqidon sera toiijours maitre de determiner 
les autres nombres a', a.\ de maniere qiie le 

determinant des {n + i)“ coefficients soit egal a ±: i (^ ). Prenons 
done pour a, 1 les entiers sans commun diviseur par les- 

quels on pent satisfaire a I’inegalite 

1 

- « 

en nominant A le coefficient de dans la transformde /i, on 
aura 

A ==/(a, p, X) 

et, par suite, 


1 



La forme /(^o? •••? etant transform^e dans la forme 

equivalente x\^ . . ., x]^)^ supposons en meme temps la forme 

adjointe a /, 

transformee dans Tadjointe a/,, 

^i(Yo,yi,y2J jX)- 

Faisons ensuile dans cette derniere Yo = o, et ramenons la forme 
d'ordre n, 

(’) M. Hermite avait ajoute k sa Lettre la resolution la plus g6nt^rale de ce 
probleme, publiee depuis dans le Journal de Liowille, vol. XIV, p. 2 r. 



LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


Jl3 

a line forme equivalente r^diiile aiix variables Sup- 
posons queparlameine substitution la forme 

soil changee en ^o(Yo,y',y^, . . celte forme represen tera, 

pour Yq = o, la forme r^duite d’ordre /i. Transformons en menie 
temps la forme /i dont gi est radjoinle, dans la 

forme /2(^o? ^27 •• dottt radjointe est De ce qu’on 

a i'emarqu6 ci-dessiis il suit que, par cette derniere transforma- 
tion, le coefficient de A, ne sera pas alibi'd. Enfin, fiiisons 

x'q = Xo -f- 77li Xi -+- ni’i X 2 771/j X/; , 

= Yi — mi Yo, == Y 2 — maYo, . . — m;, Yo, 

et supposons que par ces substitutions /o et ^2 soient chang^es 
respectivement en 

F(Xo, Xi,X2, ...,x,,) ct G(Yo, Yi,Y2, 

le coefficient de dans F sera encore A et la forme G repr^sen- 
tera encore pour Yo = o la rdduite d’ordre n. Or, posant 

- 44 = Aa^i+iXi-f-cX, + /X,,, 

- ^TT" = AX 0 “H B X 1 -1- GX 2 -h . • . --i~ tjX// , 

2 0 \q 

on aura 

A _ ^ 

“ dXo 

et, par suite, 

B = 6 -4- 7}ii A , G = c H- A. . . . , L = / H- jn„ A . 

Done, m,, ;??2 7 •••7 poiivant etre des en tiers quelconques, on 
saura les determiner de maniere qu’on ait 

B<yV, G<1A, b<|A, 

ct Ton aura satisfait a Louies les conditions. 

Je remarquerai a present qiCitant donnes 

~ ct G(o,Yi,Y,, Y„), 

en m 6 me temps que le determinant D de F, on connaitra la 
yorme G(Yo, Y^, . . Yn) et, par suite^ F(Xo, X^, . . X^). 

H. — I. 8 
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En effet, soil 

F = Xo(AXo - 4 - BXi H- GX2 -h. . .-h LX ;0 
-l-Xi(BXo -+- B'Xi -H G' X2 -h . . . B'X// ) 

4- XofGXo H- G' X) 4- G"X2 -t- . . . 4- I/X/2) 



+ X,j(LXo -+■ L'Xi -H L'Xj + . . . -I- Li''>X„ ), 

G= Y„[(A)Y„+(B)Y,+...-l-(L)Y„] 

+ Y,[(B)Y„+(B')Y, -i-...+ (L')Y„] 



H- Y„[(L) Y„ + (L')Yn-. . (B<''>)Y„] ; 

on aura 

A(A) 4 -B(B) 4 -C(C) 4 -...H- B(L) =:=D, 

A(B )-4 B{B') B(G') = 0 , 

A(C)4-B(G') 4-C(G")4-...-i- L(I/) - O, 



A(L)+ B(iy) 4 -C(l/)-h...H-L(T>\)= o. 

Or, etant donnes et G(o, Y^, . . Y,^), on connaiLra 
A, B, C, L 

et tons les /i- coefficients (B^), (G), . . d’ou I’on deduira, 
les n dernieres equations, les valeurs des coefficients 

(B), (G), (L), 

et par la premiere, D etant aussi donnd, celle dii coefficient ( 
On connaitra done tons les coefficients de G ( Yo, Y/^ 

par suite, ceiix de F(Xo, X^, . . ., X,^). 

Par ce qui precede on prouve ais^ment que les formes c 
ordre qiielconqiie, attacJiees a an meme determinant ^ pen 
etre rainenees d iin nombre fuii d^entre elles (^). Et d’abo; 
suit des conditions ci-dessus que les coefficients A, B, . . 

pourront prendre qu’un nombre fini de valeurs, ensuite le d( 
minant de la forme G(o, Y,, Yo, ..., Y,^) dtant A, s’i 
demontre que les formes d’ordre n d’un meme de terininant pen 
etre ramenees a iin nombre fini d’entre elles, on n’aura pour ctxj 
valeiir de A qii’im nombre limitd de formes G(o,Y, , Yo, . . - , 


(^) M. HermiLe suppose ici iinplicitement qu*il s’agit de formes k coeffu 
entiers. E. p. 


1, !•: T T u !■: H si n n ,\ 'r ii ic o u i h d ic s n o m u u k h . 1 1 5 

< h\ par l«‘s t»uiuhi‘(\s A, II, h (‘I lu ioriur Y,, \ Y,/), 

/‘tani tli'lrriiiiurt' In forinr (Tonlrr // h i, I'^Xo, X|, X/^), crs 

aiiH^i ht'roiit rti iKUiihri^ (ini. Ainsi, la proposition ('*tanl ad- 
pour Ii*s fornn*s (Tordro //, idlr si'ra dinnonlnM^ pour l<\s fornn'S 
irurdn* /I I t, i*s\ dour, vralr rn ^t'urral, puis(pi\dl<‘ a li(‘u 

|HHir irs iiiriin^s Idualrrs. 

\ uU'^ Muusirur, <pir j'onu'ts tout a fail libras iniporlanl 

4 iu rmi a \ u; mats vvWv rirronslaiuM* u'rsi poiul a I'onsitlrrm*, 
hi!*sipt ou s<» prtipiist* srulrnirnl tir poursnivia* l<‘s rapports (pi(‘ j'ai 
t«Hsa\»‘ d’rtatdir onti'r h*s formrs tptadrat iipu's drlinii'S (*l l(*s (‘X- 
« lrsi»;iu‘t*s ri drssus par t. hrs rrstdlats pnanahmls nu' 
^lottldriil oliHN uuvrir uu vast*' rltamp tlr mdunadtrs, inais dans 
linpud p‘ iidii prrsiptr liiit justptdtd tprrntri'voir uin‘ longue* srrie^ 
do toiiH r{ dt* proldriiirs dilliritrs a rrsctudrr. 

i Iionriottis d aliortl drs iiutatieuis suivaulrs, savoir : 

r /* «•»*» *‘u t. , ./i Mfi u 

rit pr«*iiaiit 

fi fM t ..r*„ I. f»* I •? ■ .r I j Hal i ... -0 .i%| ( ea ), 

<»* ^ la Idiirtiuu a rurfliidrnts rntitu's 

it 4 i' r- r,f»r* » , . , ' 

rt Ir^ ipiaiilili’H la,, tdaiil tonjoui’s Irs raediu's (rum* 

iu«dii«* ripialiiui irrriliuiiltlt* a tandliritnits rntirrs rt dont rrlu! d<* 
la plus liiiiilt* ptitHHatua* rsl ruiiiti*. Jr rmtsidrrr rusuilt* (elans h* 
ran nil biiiiuH Irn rarturs Hoiit I'rrllrH,! la foritir (pmdrat itpuMlrlini<% 

dYifdi^r fi ! ' t . 

r I I I ... i I, 

eiti lljj, ll,, 1^41 soul suppiisiH rHsiuil iidlruHUit positifs, Ixn 

lUMiiiiiafil II !#♦ priiilnil dt*s /I (/I | - i 'Hiii!rrriun*Hdc*s riirin(*s ea pris(*s 
<lru% a dtui%, rl A tr ilidmiiiltatit till 

f #„ ^ * * « » ft% 

’**• 

/§, / j I • » * » f 

lit! irtitiirra, |Mn*r I* diHmiiiuiiiil dr I, 1 rxj'»rrH?^ion 
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Cela pose, faisons la substitution 


^0 = aXfl -f- a^Xi -f- . . . -f- X/^ , 

X\ = -+- (3^Xi 


Xfi = XXq -h X^Xi + . . . + 

les coefficients ^tant determines par la methode expos^e tout a 
rheure, de maniere a reduire la forme adjointe a f. En |Dosant, 
pour abreger, 

<f)^-(co) = of^^'^cpo((D) -h -h. . .4- X^^'^cp/j(w), 

§ ( (jO) = Xo^t'o ) 4- Xj (o) ) 4“ . . . 4- X;2 ^72.( ^ 


la forme quadratiqiie f deviendra, d’une part, 

F = (^1 ) •+• • • .4“ ( W;j), 

et la forme f, de Pautre, 

^ = S‘(a)o) ^(wi). . . 5^(0)^). 

Or void le dernier resultat aiiquel je suis arrive, et qui me pa- 
rait appeler bien des recherches apres lui : 

Les substitutions en nomhre injini, correspondantes a tons 
les systemes possibles de valeurs des quantites Do, D^, . . D,^, 
ne conduiront jamais qu!a un nomhre essentiellement limite 
de formes £, 

De la se lire aussi toute la tbeorie de la reduction des formes t. 
Je me suis principalement fonde sur la proposition suivante : 

Etant donnee une forme quadratiqiie f d^ordre /i-j- i, de 
determinant D, reduite d^ apres la methode ci-dessus, soient 

[a}, {a'), (a"), 

les coefficients des carres dans la forme adjointe g; on aura 
d^abord 

1 
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piiiSj ponr toutes les valeurs i “ 1 3 

[X elant tin fac.tcur ntinirritjtie dependant tiniqtienientde n at i, 

J(‘ vais pr(MHh’(‘ l(‘s Ioniums lernaires pom* oxoinplc etc la mc- 
lh()(l<‘ ((ui (loiui(‘ rrsiillah 
vSoil 

•i/'x/'oa’i ! 'U’.ra.r. -t-. . . 

la ronijc rcduilc (Ioiuhm*, c'l 

{ft)yl h(a.^)rl i ■ ‘M'/O JtiJt 'H rljors “+^ '^‘(<'^0/1^^ 

son adjoinli* la gcn/'rulc clonru*, on premier lieu, les re- 

lations 

onsuite, poiu'/o ‘ '‘Ta*" deveiiir une forme blnairc reduilc. 
<a'tle <l(*rnirre otant reprrHoiile<* par 

(d ),rf -h M d)yift -h ( d)rl. 

sou delerminaul, eomnu* on le sail, (*slf/l); on a done encore 

( td } - (jd)i d ) < I it V> , ( e' )< -^ ( (f ). 

( h', des rrluliotts 

(ti ft I \ hi h ) - 1 - ei n .““t IK 
t({ h ) i hitt* ) I' e(r ) o, 
ril ci -o U{d ] -I- ei d) — o, 

on dedull satiH diflieulld 

( r ) i i d h i n d ) ^:/t i'>» ( ^) ( d) < aD. 

Done., npr.-'H uv..ir mtillij.Hc- los deux memhras <lc la premd'-rc (5qua 
lion par •*! divisi* par (t, on td)tienl 

( « ) ( It’ )’ < I I)‘ ■+• tt I) M 1), 

eidln, en rctitipliKpint a par «a limiie sup^ricure, 

(a)(a*)*<wi)*. 



ii 8 


OEUVRES DE CHARLES IIERMITE. 


La propriete enonc6e cLdessus des foi'mes reduites, qui 
longtemps echappe, donne lieu abeaucoup d’autres consequences 
que je suis force d’omettre. Seulement, j’observerai encore qn’en 
prenant pour point de depart g au lieu de /, et nommanl les 
coefficients des carres dans cette derniere forme, on serait ax^irivo 
pour les formes ternaires aux relations 

-I t/D, (I)" ^ D, 

et Ton trouverait dans le cas general 
1 ^ 

d’ou Ton tire encore 

a'^n-i) <; V D. 


Appliquons maintenant ces r^sultats a la forme quadra tique 
F = Do5^^(tOo) -h Dir)'^(a)i) -h . . .4- 
dont le determinant a pour valeur 

D=:DoDi...D„A2a. 

II est aise de voir qu on aura 

a’^i) = Do<5>?(a)o)+ Di<l>;?(a)j)-}-. . (co/^), 

done, en premier lieu, 

DoD,. . .D,44l(a)o) . . ^I>S(co,0 < 

d’ou 

1 

ce qui reproduitune consequence obtenue precedemment. Seooii— 
dement, faisons abstraction, dans du terme ; il esL 

clair qif on aura 

Do Di . . . Da:_i . . . D,i, 

( ^^0 ) ^2 ( ) • • • ) **>2 ( WA'-t-i ) . . . )< ( 

done combinant cette inegalite avec la suivante 


Dy^<J>j-(t 04 .) < a^t) 
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et posant, pour abreger, 

= <>£-( waO Wo) . . ^,i(a>A_i) «!>„( wa-hi). . • 

il Yiendra 

DoDi. . . ((oa) < vD, 

d’OLL 

^F/(wA)<vAQi 

Or '^F/(o 3) esL, comme on le voit aisemenl, iin poljnome entier 
eii to. Les diverses valeurs de ce poljnome correspond antes aux 
diverses racines to,, to,/ elant toivtes finies et meme pro- 
X 

portionnelles a il en sera de meme de tons ses coefficients qui 
sont des nombres entiers; de la suit immediatement ler^sultat que 
je voulais obtenir. 

On pent me Lire en ef[el.f(toA) sous la forme 

5^(wa) 
ou Lien 

Done, touLes les formes t en nombre infini, qui correspondent a 
line meme valeur du determinant A, peuvent etre ramenees par les 
substitutions prdc^dentes a un nombre d’entre elles essentielle- 
ment limiu^, car les combinaisons cle toutes les valeurs entieres 
))Osslbles pour les coefficients des poljnomes ^^/(to) sont en nombre 
flni. Enfin, ces dernieres formes, qu’on pent nommer reduites, se 
represcnteronl cllcs-memes une infinite de fpis en emplojant suc- 
cessiveinent les diverses substitutions qui correspondent a tons 
les sjstcimes de valeurs imaginables des quantit^s positives Do, 
13 ^ , . • . , 13 • 

Dans le cas special des formes f que j’ai d’abord consid6r6 
pour ddmonlrer votre thdor^rne sur les nombres premiers Sm + i, 
on demon tre facilement que les poljnomes ^■'‘/(to) contiennent 
tous en facteur le nombre N; e’est done uniquement de Q que 
ddpendront les limites des coefficients dans les formes r^duites. 
On entrevoit ainsi la possibility d’obtenir, par exemple, tout ce 
qui se rattache k la reprysentation des nombres premiers 1 1 




+■ X/i_i 




<t \-(tOA) 
^«(Wa) ‘ 


-y / S Y I V — 1 ( to A ) 
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par des facteurs complexes formes des raciiies onziemes de ruiiite, 
en operant non plus siir chaqiie nombre donne, mais en general 
sur les racines de I’equation = i. 

Mais j’ai hate, Monsieur, de fmir cette longue lettre, ou il n’y a 
plus place pour la theorie des fonctions elliptiques. Je n’ai pu jus- 
qu’ici faire a mon gre cette recherche de F ensemble des transfor- 
mations de la function 0, ni retrouver ce resultat si remarquable 
de la reduction du module a la limite dont vous m’avez 

parle dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques ^clair- 
cissements sur ce point? M. Borchardt a eii la bont6 de me mettre 
un pen sur la voie pour deduire les proprietes des fonctions 0 de 
la multiplication des quatre series mais je ne sais si je 

pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous piner 
de me rappeler a son souvenir; j’ai entendu M. Sturm parler avec 
de grands ^loges de son Memoire public par M. Liouville. 

Ayez la bonte, si vous le jugez convenable, de faire paraitre dans 
\e Journal de M. Crelle quelques-uns des rdsultats pr^c^dents; 
j’essajerai ensuite de les developper plus completement. 

P.~S, J’apergois a I’instant que ralgorithme indiqu6 pour deter- 
miner les nombres entiers a, j3, . . ., 1, tels qu’on alt 

peut etre presente d’une maniere bien plus precise. 

En premier lieu, pour les formes binaires de determinant — D, 
(( on ne peut objecter que les operations continuent a Finfini, car 
on verrait s’offrir une infinite de quantit^s a, a', a!^ ^ . . . liees par 
les relations a'^ a! ^ d', . . . et, par consequent, differentes. Mais 
a chacune d’elles correspondent deux nombres entiers qui 

donnent, par exemple, 

= a 2I) p -4- 

Ces nombres sont essentiellement limites, done il faudrait qu’une 
meme combinaison a, [3 se produisit dans le cours du calcul une 
infinite de fois, ce qui conduirait a supposer dgaux, centre Fhypo- 
these, une infinite de termes de la suite a, d, a!\ )) 

Pour les formes ternaires : « designant, pour abrdger, 

par 
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on voit naitre de la continuation du calcul precedemment propose 
Line suite de quantiles, /, . . . li^es par les relations 

/' < v/(17T57, f" < ViWW', ■■■■ 

Or, on obtiendra la liinite annoncee des qu’il se presentera une 
valeur ^("^+0 eg-ale on superieurea lapreccdente Eneffet, de 

f{m) et ^(1 )3 

on d^duit als^ment 

^D. 

D’ailleurs, on ne pent admettre, dans le cas d’une forme d^finie, 
que les op(§rations se prolongent indefmiment, car, les nombres 
^tant essentiellement limiters, on verrait se repro- 
diiire une in(init(^ de fois une mdme combinaison de ces nombres 
entiers, ce qui ram^nerait les m^mes termes dans la suite /,/b/^b 
contrairement a rhypothese. Si la foi'ine f est ind6fmie, mais a 
coefficients entiers (seul cas dont j^aurai besoin plus tard), la 
m^me conclusion subsiste, puisqu’une suite de nombres entiers 
d^croissants ne pent aller a Pinfini. » 

Poxxr les formes quaternaires : cc Or ici se reprdsentent les 
m^mes considerations que dans le cas des foi'ines ternaires; des 
que le calcul conduira a un terme ^gal ou superieur an 

precedent, on obliendi'a la limite annoncee, car de 

on deduit 

< (Jy v/D- 

D’ailleurs les operations s’arreteront toujours, quels que soient les 
coefficients, si Ton opere sur une forme ddfinie, et la inline chose 
aura lieu pour une forme, meme indefinie, mais k coefficients 
entiers. » 
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Deuxieme Lettre. 


Permettez-moi de venir encore vous soiimeLtre ce qii’il m’est 
arrive de rencontrer, sur la th6orie des formes quadra tiqiies, de- 
puis que j’ai eu Thonneur de vous ecrire. J’avais ^bauclie bien a la 
hate, dans ma lettre, la demonstration de cette propri^te generale 
des formes de meme determinant de se laisser distribucr en iin 
nombre fini de classes; depuis, j’ai etc amene a une methode de 
reduction plus simple et surtoiit plus analogue a ralgorltlime de 
Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon, Monsieur, 
pour me pardonner s’il m’arrive ainsi de vous entretenir de choses 
que je n’ai pas encore suffisamment muries; en presence d’line 
theorie d’une immense etendue, je cede an plaisir de vous com- 
muniqiier quelques r^sultats places a I’abord de questions diffi- 
ciles et qui peut-^tre seront au-dessus de mes forces. Anssi me 
suis-je born^, comme application dc ma nouvelle me^thode do 
duction, a calculer les formes definies reduites de de^terminant i, 
a 3, 4j 5, 6 et ^ variables, et j’ai trouv6, comme dans Ic cas des 
formes binaires, une seule classe, repr6sent(§e par une somme de 3, 
4, 3, 6 et -y carres. L’idee principale de cette methode consistc 
dans I’introduction de certaines formes li(^es intimement, comme 
je suis parvenu a le reconnaitre, aux formes adjointes de M. Gauss, 
mais qu’il me semble indispensable de consid(^rer d’une manl(^re 
explicite. En repr^sentant par 


/(57o, Xi, Xi, 

SOUS la condition 






line forme qiielconque d’ordre n-\- i (c’est-3-dire a + i ind<§ter- 
min^es), je les definis de la maniere suivante : 


n n 

.••,/«)= V V bujnyj, 


b 


i,i = 




en prenant 
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el voici le tlieoreme auquel dies donnent lieu : 

Si la substitution 

/ = Xq — h Ml Xj M 2 X 2 H- . . . “i— 

I Xi -f- 7)1^ X 2 -h . . . 

(^) \ = ^iXi-f- 72.2 X 2 -i- . . • -T- 7l/iX/ij 

I j 

1 /i Xi -4- ^2 X.2 -1- . . . -h 

change f x x,i) en F(Xo, X,, X/i), en nominant 

G(X^, Y 2 , . . Y,^) la forme d^ordre n deduite de F, comme g 
Vest de /, on aura 

g{yuy ^, = G(Y.i, Y 2 , Y,,), 

en posant 

j/j, z= 771iYi H- 777.2 Y 2 “+" • • * 

JK 2 = 77iYi-4- 712 X 2 - 4 -...-+- 7l/iY/i, 



yti^ /lYi-h ^2^2-4“... -4- tn^ii' 

Pour abr^ger, je nommerai g la forme derwie de /, eL ( 2 ) la 
subsLiLution derivee de (i). On trouve ais(§ment que g est dc^finie 
et positive, si / est elle-mdne definie et positive, que le deter- 
minant de g est 

Do = a27o^ D, 

D etant le determinant de /, cl enbn que I’equivalence dc/elF 
entrai'ne cclle de g et G, la seule condition |)our cela etant que le 
determinant relatlf aux equations ( 2 ) soil en valeur absolue I’unile. 

De la se tire line consciquence linportante; concevons que la 
substitution derlvde soil prise de telle sorte que G devienne une 
forme reduite de son ordre, les coefficients Mi, M^, res- 

teront encore ai'bitraires ; or, je dis qu’en posant 

n n 

F(X„ Xi, X,, ...,X„) = 2.24'VX/Xy, 

0 * 0 

on pourra les determiner de manide a remplir la condition 

A 0,7 <C A 0,0 

pour f = 1 , 2 , . . ., /i. Cela resulle, en eflfet, de la valeur suivante : 

Ao,t = ■+” niio-Q^i -4- TiiCta,^ 4— . . .-f” tiUQ^m 
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qu’il est facile d’obtenirj et on a d’ailleiirs <2o,o = Ao,o* H est es— 
sentiel d’observer qu’au lieu de ^ 0 , 0 ? se conserve en passaxi t 
de / a F, on aiirait pii employer, dans ce qiii precede, aussi bien 
Tun quelconque des coefficients des carr^s des variables. Soit 
done, pour plus de clarte, gy, la forme derivee composee avec co 
coefficient; on pourra enoncer la proposition suivante : 

Toute forme 

y = 'Z'^ai.jXi Xj 

pent etre transformee en une autre equivalente 

f'z=Zl,a'i,jXiXj, 

telle qu ay ant j par exemplCj 

la derivee soit une forme reduite de son ordre, et que let. 
condition 

< I 

soit remplie pour toutes les valeiirs de i autres que i — p.. 

C’est la-dessus que se fonde I’algorithme de reduc tion des foi-mes 
definies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers orx 
irrationnels, mais voici d’abord le but des operations. Supposons 
que, precedemment, on ait choisi pour a^^^, le plus petit des coef- 
ficients ai^i\ deux cas peuvent se presenter : ou bien 
restera encore la plus petite des quantites afi dans la trans— 
formee /', ou bien il s’offrira un autre coefficient Oi'., 

dans le premier cas, toutes les autres conditions 6tant d’aHleLins 
remplies, f' sera ce que je nomine ane forme reduite. Mais, si 
c’est le second qui se pr^sente, on poursuivra les operations erx 
partant de f\ comme tout a Fheure en partant de et, en ge- 
neral, on deduira successivement les unes des autres une suite dlo 
transformee s 

f f\ f\ .... f^^^ 

toutes equivalentes et telles que 

designant respectivement les plus petits des coefficients 
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on cUt 


t ^ \ ' 0 ^ 1 " 




et que d’ailleurs les diverses d^rivees 






soient des formes rediiiLes de leur ordre. 

Or je dis qii\in tel sjst^me d’op^i'ations ne pent se prolonger 
a I’infmi, et qu’on obliendra n^cessairement line Lransform^e 


devant etre conside^rde comme ime forme r^duite. En efTet, partant 
d'une forme definie /, les quantiles seront des va~ 

leims de /, en supposant aiixinddtermin<^es des valeurs entieres, et 
Ton ne saui'ait foi'mer qii’iin nombre limits de ces valeurs restant 
toiijours inf<^rieares a nn certain maximum; done on ne pent ad- 
mettre riiypothese d’une infinite de quantitds de cette sorte, con- 
tinuellement d(:>‘croissantes et, par consequent, inegales. 

Je vais maintenant faire voir que toxis les coefficients d’une 
forme definie reduite i?, ne peuvent exc^der certaines limites, qui 
dependent da determinant et du nombre des indeterminees. Pour 
cela, il faut d’abord etablir la condition suivante : 

/ / \ ^ « (// -t- 1) 


qui est Fexlension d\me relation obtenue dans la theoide des 
formes binaires. 

Supposons qu’elle soit admise pour les formes redui tes d’ordre /i, 
et designons par exemple par ito,o pl^^s petit des coefficients 
la derive e 

n n 

95 ='^ 

1 ^ 1 

etant line forme reduite de cet ordre, et son determinant ayant 
pour valeiir 

Do = JSV?yo'D, 
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on devra avoir 

(3) ^1,1 ^3,3* • • ^ 

Or la valeur generale 

( 4 ) ~ ^0,0 ^i,J 
clonne, lorsqiie les deux indices sont eganx, 

de sorte que les qiiantites positives peuvent etre con 
comme les determinants, changes de signes, d’autant de 
binaires (5^o,o, ^o,o ^oule.s rMuites, car on a a la foi 

^0>0 ^t -Stojj <C T -^0,0) 

done, on pent poser 

<2^0,0 'I 5 

de la on concliit, rinegalite subsistant pour touLes les vale 
a,,2. . . ^n,n < izY 
et enfin d’apres la relation ( 3 ) 

(Jj D. 

Cette condition est par la demontree dans toute sa gdneraj 
qu’elle a lieu pour les formes Linaires. 

Comme consequence immediate, on volt que les quant: 
5lo^iSont necessairement limitees, et il en est de meme ei 
determinant Do de la derivee, qui a pour valeur 51^"' D. C 
admettons que les formes reduites d’ordre 7i aient tons le 
ficients limites ; je dis que la meme chose aura lieu pour h 
d’ordre /z -h i. En effet, toutes les quantites ^ij devront 
ver finies; done, d’apres la relation (4), qni donne 

— 7 

-^0,0 

il en sera de meme en general pour Or, la proposi 
quelle je voulais arriver r6sulte immediatement de la, pi 


fiV 

V3/ 


T\ 
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a lieu pour ies formes binaires, et, dans le cas des coefficients en- 
tierSy elle donne ce theoreme (‘) : 

Les forrnes definies ou indejiniesy red idles pour an deter- 
minant donne, sont en nombre fini, 

Maintenant, voici une remarque essentielle pour Fapplication 
des principes precedents au calcul de ces formes. 

So lent toil jours D le d<5 terra inant donne, et 


Tune quelconque des formes definies reduites pour ce determi- 
nant; la relation 


- 2 ^ 0,0 2 ^ 2 , 2 - • • <[ 


1 n [n - 


donne d’abord'la limite 


I 



pour le plus petit des coefficients 
Soit encore 


0/,y.r/^y 


la deriv(5c re^duitc, composde avec 2Vo,() et dont le determinant est 

1\ ^ xy r)- 

En designant par le plus petit des coefficients H?/,/, on aura 
do in^me 



Mais, d’apres ce ([ue j’ai observe ci-dessus, pent etre consi- 
d(5re comme Ic determinant change de signe de la forme binaire 
r(5duite done on aura : 


(’) La ddmonstraLion suppose essentiellement que 2Vo ,, ne pent 6tre nuf e’est- 
^-clire que la forme nc peut reprdsenter z(iro. Au rcste, M. Ilermite avait signal^ 
ce cas crexception dans une m(5Lhode de reduction analogue qui figure dans la 
LeUre prtieddenLe. E. P. 
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Si 5Co,o 6st pair, 

2 ° Si 5^0,0 ^st impair, 

Or, en g6n6ral, soient iT, (S, 11, la, . . . la suite des formes d’ordre 
/I + I, n, n — I, 71 — 2, . . ., qu’on obtient en prenant, pour 6, la 
derivee reduile de iT, pour tl, la d^riv^e r^duite de €> , pour tl, la 

d^riv6e reduite de 'll, Nommons respectivement 5V., C, j0, . . . 

les plus pelits coefficients des carres des variables daris ces formes, 
et D, D(), Doi, Dqo, ... leurs divers dt^terminants. On aura d’a- 
bord 

Do=5V«-^D, Doi =:|5«-‘^Do, Dos = C«-3 D^, 


puis on obtiendra la s<^rie des limites sup6rieures 






et, suivant les deux cas, Pune ou rautre des limites inf<^rieures sui- 
vantes : 


|3g|5V2, 

oil 

1)]^ .... 


L’exemple des formes de determinant i, que je vais trailer, 
montrera I’utilite de ces formules. Dans ce cas, on a en gt^n^ral 


1 



ainsi depuis les formes binaires jusqu’aux formes quinaires inclu- 
sivement, 51 < 2 , done 51 == i, et, depuis les formes h six: indeter- 
minees jusqu’a celles qui n’en comprennent pas plus de huit, 
51 < 3, done 51= I ou 51 = 2 . Or on va voir que cette seconde 
valeur doit ^tre rejet^e jusqu’^ n^rj inclusivement. 

Consid^rons d’abordles formes a six ind^termindes; 0 x 1 trouve : 


Pour % la limite sup^rieure 


5 



done 5V == 2 ; 
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2 ^^ Pour B la limite superieure 

— 3,09. . done 33 = 3 ; 

3*^ Pour € la limite superieure 

3 

(0 ■ * ' ’ done C = 7. 

II est inutile d’aller plus loin, puisque la valeur dc est en con- 
tradiction avec la limite 

il faut done exclure deja dans ce cas la valeur ^ = 2 . 

Passons aux formes a sept indetei-mlndes ; il viendra : 

1 ° Pour % la limite superieure 

= 2 , 36 ..., donc5t = a; 

2 ^^ Pour 35 la limite superieure 

(^|yv/a* = 3 , 63 ..., donc® = 3 ; 

3'^ Pour C la limite superieure 

^2^3^ = 7,5o. . . , doncC = 7(i); 

pour la meme raison que prdeedemment, 51 = 2 doit encore etre 
rej ete . 

Done, comine dans les cas precedents, il n’exisLe que la seule 
valeur %==. i (-), et volci maintenant les consequences qui s’en 
deduisent : 

En premier lieu, pour toiites les formes definles de determi- 

(^) M. StouOT, en reprenant le calcul indique, trouve 8,56 au lieu de 7,60 et, 
par suite, (£ = 8, et il n’y a pas de contradiction avec la limite inferieure, qui est 
aussi egale k 8. Le theoreme ^nonc6 par M. Hermite resterait done douteux pour 
les formes k sept indeterminees ; il est cependant exact, comme I’a v6rifi6 M. StoulF 
en utilisant un resultat de MM. Korkine et Zolotareff. E. P. 

(2) M. Hermite arrivait encore au meme resultat pour les formes k huit in- 
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nant i, dont le nombre des indeterminees ne siirpasse pas Isi 
derivee rMaite a encore Funite pour determinant. Soit done 

£ ='5L'Z%ijXiXj et =. 

line forme et sa derivee reduites, toutes deux ayant Funite pou-X* 
determinant. Admettons que, pour les formes 6, dont Fordre es t 
inferieur d’lme iinite, on ait 

jD/,/ = I et %(,j = o 

lorsqiie i est different de y ; les deux conditions 
jSVo,o “ -^0,/ 2 Ao,o 

donneront d’abord 

= O, 

et Fequation 

= ■5to,o — -Sto,/ -Sto, • 

conduira successivement, pour i= j et i different de j\ aux dei.x:s: 
valeurs 

Or les formes definies binaires rdduites offrant la seule class <3 
X- -\-y- de determinant i, on en concliit qiie, pour les formes tex'-~ 
naires, quaternalres, etc., jusqu’a celle de sept indeterminees, il 
n’existera pareillement qu’une seule classe representee successive- 
ment par line somme de 3 , 4 ? •••77 carres. 

Je n’essajerai pas, Monsieur, de voiis ddvelopper encore d’autros 
applications particiilieres de ma mdthode de reduction. Au reste ^ 
les formes reduites auxqiielles on est ainsi conduit, pour un de- 
terminant donne, n’offrent plus ce caractere, propre aux formes 
binaires, dene poiivoir etre equivalentes entre elles, a moins d’etre 
idenliques, aux signes pres de certains coefficients; seulement, on 
pent demontrer que la limite dii nombre des formes reduites ^quii— 
valentes ne depend que du nombre des indeterminees, et nullemeix t 
de la valeur particuliere du determinant. Mais permettez-moi ^ 
Monsieur, de revenirun instant sur les circonstances remarquablos 


d^terminees, mais il y avail une lacune dans sa discussion, et le resultat n'est pa.s 
exact. Aussi avons-noiis suppriine cette partie du texte et, dans les lignes ejmi 
suivent, reniplace 8 par 7. E. P. 
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auxqiielles donne lieu la reduction des formes dont les coeffi- 
cients dependent de racines d’equations algebriques a coefficients 
entiers. Pcul-etre parviendra-t-on a deduire de la un sjsteme com- 
plet de caractiu'es pour cliaque espece de ce genre de quantiles, 
analogue par exemple a ceux que donne la theorie des fractions 
continues pour les racines des equations du second degre. On ne 
pent du moins faire concourir trop d’ elements pour jeter quelque 
lumiere sur cette variete infinie des irrationnelles algebriques, 
dont les symboles d’extraction de racines ne nous represenlent 
cpie la plus faible partie. Ici, comme dans la theorie des transcen- 
(lantes, il a 6i6 facile de trouver a une longue suite de notions 
analytiques de plus en plus complexes une origine commune, 
line dtdinition unique et complete ou n’enlrent que les premiers 
elements du calcul; mais quelle tache immense, pour la theorie 
des noinbres etlc calcul integral, de p^n^trer dans la nature dhine 
telle multiplicite d’etres de raison, en les classant en groupes irre- 
ducLibles entre eux, de les constituer tons individuellement par des 
definitions caracteristiques et ^l^mentaires ! 

L’ exemple le plus simple auquel puisse s’appliquer ma methode 
de reduction cst celui des racines cubiques des nombres entiers. 
En designant done par a la valeur r^elle, et par ^ et y les deux va- 
leurs imaglnaires de J/A, on sera conduit, d’apres le point de vue 
auquel je me suis place, a reduire pour toutes les valeurs de la 
quantlu^. A, croissantes depuis zero jusqu’a rinfmi, la forme ter- 
naire 

/ = (.'r ay -s- -f- (^-+- Y/ + Y^-)^ 

dont le determinant D = A'-^ Soil, dans Thypothese d’une va- 

leur donn(5e quelconque de A, que je repr^senterai par A^, la sub- 
s ti tu tio n co rr e sp o n dan t e 

= 7?i X H- n Y -h Z, 
y =z 77i' X -h n'Y -i- p' Z, 

JZ = /n"X-+-n"Y -h //'Z, 

en posant, pour abrdger, 

M(a)= N (a) = « -h « /I'-H P (a) = ;> + “ V . 

= = P + 

M(^)= + = P(y) = P-*-T/’’+Y*/>'> 
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y deviendra 

F = [X]VI(a) -h YN(a) -h ZP(a)]2 

+ A[XM(p) + YN(p) + ZP(p)][XM(Y) + YN(Y)-f.ZP(^)]. 

Soil encore 

I itt = M2(a) + AM(P)M(Y), 

(1) It =N2(a)-+-AN(p)N(Y), 

I p =P2(«) + AP(P)P(y); 

on aura, d’apres le caract^re principal des formes definies rdduites , 
iJimj)<(|)»D ou <(4AA)2, 
d’ou, en supposant Jt< ll<; |), 

( 2 ) itt<(4AA)% (4AA)2, < (4AA)2. 

Or de la r^sultent plusieiirs propridl^s essentielles que je vais d’a— 
bord 4tablir. 

En premier lieu, le nombre entier 

Q= M(a)M(p)M(Y) 

verifie la condition 

'a; 

car, d’apres la premiere des dqualions (i), le produit des deux fac- 
teurs xM(a), AM(j3) M(y) ne pent depasser son maximum 

iiHv/(pr), 

d’ou se tire la limite indiquee. 

Secondement, les deux polynomes a coefficients entiers, savoir : 
«>(a) = N(a)M(j3)M(Y), ■«-(a) = P(a) M ( p) M (y), 

qui sont respectivement de la forme 

^.(a) = tp \lr(a!) = 4; + 

out de meme leurs coefficients limites. En effet, on a, d’apres les 
relations (i), 

N(a)<v/n, AM(P)M(Y)<ill, 
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done 


A<3>(a)<ilXv/m, 

et, par la seconde des equations ( 2 ), 

^(a)<4A, 

et I’on aura de meme 

W(a)<4A. 


Soil ensuite, puisque p et y sont deux iinaginaires conjuguees, 
<x>(p) = <>(y) = 

d'ou 

p2 = = N(P)N(Y)M2(a)M([3)]VI(Y). 

La seconde des Equations (i) donne d’abord 


AN(|3)N(y)<!^; 
on tire ensuite de la premiere 

M2(a) AM((3)M(Y)<im2, 

et Ton en conclut la limite 

p < 2A. 

Ainsi on pent poser, en d^signant par e et v) des quantitds com- 
prises entre -hr et — i , 

cl> ( a) = cp -H a^p' a® cp" = 4 A e, 

<E>(j3) — cp -h pep'-h j=z 2 A 7) 

<I> ( Y ) = cp -+- Y^p' -i- Y^ 9^^ = A '/j e-0 

d’oil 

3cp = 4 A (s -f- Yj cosO), 

3 cp' = 4 V^A 2 [e -h 73 cos ( 0 H- 1 “Tt ) ] , 

3(f"= 4 v^A [eh- r, cos(a — I ir)]; 

done 

9<?A, c?'<f^A2, 


et Ton obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du 
polynome lesquels donnent lieu d’ailleurs k la condition re- 
marquable 

±12. 

Cela posd, d’ap^rs tout ce qui vient d’etre 6tabli, nous repr6- 
senterons la transform^e d^duite de la substitution effectu^e dans f, 
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F 

non plus par F, mais par forme evidemment r^diiite 

on meme temps que F et que j’ecrirai ainsi 


i = 


X 


. Y 


P(a) y 
M(a) 


] 


+ i 


M(p)M(Y) r 
M^a) L 


N(p'l, 


M(Ei) ^lH(p) 


[ 


X- 


N(y)y , P(r) 
M(r) M(r) 



oil bien 


= [■' 


<E>(a) 


AO 


, W(a), 

0 ' 

12 




[’ 




w(r) 




Or, A croissant d’une maniere continue a partlr de Aq, nommons 
A,, A2, A3, ... la serie des valeurs auxqiielles viennent successivc- 
ment correspondre des formes reduites distinctes S, £0, • • •• 

Toutes ces formes seront comprises dans le meme type que 4 F, mais 
on pent concevoir que Pune quelconque d’entre elles soit obtenae 
ail moyen de la precedente, en y introduisant la valeur de A, a 
partir de laquelle elle cesse d’etre une forme reduite, puis lui ap- 
pliquant la metliode generale de reduction. En proc^dant ainsi, le 
calcul relatif a la serie entiere des valeurs de A, est ramen6 a an 
nombre limite d’opi^rations. En effet, le nombre entier designe 
d’line maniere generale par Q, et les coefficients en tiers des poly- 
nomes et W ayant des limites finies, on anivera necessalrement 
a deux valeurs de A, A/ et A/, auxquelles correspondront deux 
formes, 4 ?/, 4 ?/', qui representeront absoliiment la meune combinai- 
son de ces quantites. Faisant done croitre A, dans a partir de la 
limite A^v, on verra se reproduire, dans le meme ordre, les divers 
term es 4 F/^i , 4F/^2, . , . de la suite obtenue pour le premier inter- 
valle de A/ a A/', et, jiisqu’a la limite extreme des valeurs de A, 
I’ensemble des formes reduites sera cette serie d’un nombre fmi 
de formes, reproduite une infinite de fois. 

En la considerant d’ailleurs dans I’ordx'e inverse, elle ofiriraitle 
resultat d’un systeme d’op^rations ou Ton aurait fait decroitre la 
quantite A d’line maniere continue depuis A/' jusqu ’4 A/; I’ensemble 
des formes correspondantes aux valeurs indefiniment d^croissantes 
de A sera done encore la meme suite prolong^e k I’infini dans un 
sens oppose. 
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Si ce n’est pas trop presumer de votre indulgence et si j’avais 
reussi a voiis interesser un pen a ces recherches, je m’estimerais 
bien heureux de vous adresser encore ce qu’il pourra m’arriver de 
rencontrer dans la meme voie. Apres avoir proiive que les pro- 
prietes pi'ecedenLes sont caracteristiques pour les racines de Loutes 
les equations du troisieme degre a coefficients entiers, je me suis 
arrete a quelques recherches sur Tequation ]VI(a) M([3) M (y) = i 
dont je pense obtenir la solution complete. Mais je desirerais sur- 
tout pouvolr vous soiimettre un Travail sur les Equations modu- 
laires, dans leqiiel j’ai etabli une proposition enoncee dans les 
OEiwres posthiirnes de Galois^ imprim^es dans le Journal de 
Maihematiques, et qui consisle en ce que les equations modu- 
laires du sixiemCj hultieme et douzieme degre peuvent etre abais- 
sees respectiveinent au cinquleme, septitune et onzieme degre. Je 
me suis propose en meme temps de retrouver ces relations si sin- 
gulieres que vous avez le premier dccouverles enlre les racines 
M', IVh'", . . . de Fequation F (A*, M) = o, mais je n’ai pu y rchissir 
malgre tons ines edbrts. Ces premieres proprietes d’irrationnelles 
dgebriques, non exprimables par radicaux^ me paraissent du plus 
-^rand intcret; comme les proprietes des racines des equations re- 
atives a la division du cercle, dies serviront de point de depart 
loiir p^netrer plus avant dans la tlieoric generale des Equations. 
Se pub lierez- vous done pas un jour. Monsieur, les principes si 
caches qui vous ont conduit a ccs beaux thbordnes? II me semble 
[ue ce sera it encore une voie nouvelle quo vous ouvririez aiix re- 
iherches des gcometres, dans imc des theories les plus vastes et 
es plus difficiles. 



Troisi^me Lettre. 


Je dois a Fobligeaiice de M. Borchardt d’avoir regu votre der- 
niere Lettre qui m’a ete bien pr^cieuse, en portant a ma connais- 
sance I’ecrit de M. Gauss siir les formes quadratiques ternaires. 
Permettez-mol de vous remercier aussi de toutes les autres indica- 
tions qiie vous avez eu la bonte de me donner, mais dont mon 
ignorance de la langue allemande m’emp^cbe malheureusement de 
profiler comme je le soubaiterais. C’est M. Borchardt lui-meme qui 
a bien voulu me traduire Particle de M. Gauss, mais jusqu’ici je 
n’ai pu trouver personne pour me continuer le meme service, et, 
a mon grand regret, je reste completement etranger aiix travaux 
de M. Kummer sur les nombres complexes, qui m’interesseraient 
vivement. 

Comme vous le savez, Monsieur, le but de mes premieres re~ 
cherclies avail ete d’ examiner le nouveau mode d’approximation 
que vous avez donne en etablissant Pimpossibilitd d’une fonction a 
trois periodes imaginaires. Ce n’est que longtemps apres que j’ai 
vu comment cette question, et une infinite d’aulres du m^me genre, 
dependaient de la reduction des formes quadratiques. Mais, une 
fois arrive a ce point de vue, les problemes si vastes que j’avais 
cru me proposer m’ont semble peu de chose a c6t6des grandes 
questions de la th^orie des formes, consideree d’une maniere ge- 
nerale. Dans cette immense etendue de recherches qui nous a 6l6 
ouverte par M. Gauss, PAlgebre et la Theorie des nombi’es me 
paraissent devoir se confondre dans un ”m^me ordre de notions 
analjtiques, dont nos connaissances actuelles ne nous permettent 
pas encore de nous faire une juste idee. Peut-etre, cependant, 
doit-on entrevoir qu’il apparliendra a cette partie de la science, 
constituee ainsi sur ses v^ritables bases, d’offrir le tableau de tons 
les elements, en nombre fini ou illimit^, dont dependent les ra- 
cines des equations algebriques, separ^es en types irrMuctibles et 
classes suivant leurs rapports naturels. 

Je ne sais si j’aurai r^ussi a faire un premier pas vers un but si 
eloigne, en donnant une methode pour la reduction des formes bi- 
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naires cle degre quelconqiie(^). J’essayeraiplus tard de poursiiivre, 
sous ce point de vue, les consequences des resultats que j'ai ob- 
tenns, mais, jusqu’a present, j’ai ete plutot preoccupe de la re- 
cherche des pidncipes propres a la reduction des formes les plus 
genei^ales coinposees d’un nomhre quelconque de variables, ques- 
tion capitale et qui peut-etre sera bien au-dessus de mes forces. 
Voici ndanmoins sur ce sujet un premier theoreme destine a pre- 
senter, dans le sens le plus etendu, la notion des formes adjointes 
de M. Gauss. 

Soit 

(l) ^2, ^/z) 

U expi'ession generale (Tune fonction homo gene du degre 

d n variables. Faisons 

dX dX dX 

par V elimination de • • •, x,iOn arrioera d une equation 

( 3 ) 'n:(X, jKj,72, = o. 

Cela dtant, les coefficients des diverses puissances de X se- 
ront ce que j’appellerai les formes des dioers degres adjointes 
d /(^i, .^27 • • •? ddsignerai generalement, en sup- 

posant dgal a runite le coefficient de la puissance la plus elevee 
de X, par 

8{yuy^., 

Or on aura le thdoreme suivant, comme consequence immediate 
de la definition qu'on vient de proposer : 

La fonction homog^ne 

/(a?!, 372, •• •, Xn) 

deoenant 

F (Xi, X2, — , Xre), 

par la substitution 

Xi = Cti Xi -h CC<i, X2 Ufi X/j, 

x^i = h]Xi - 4 - 69 X2 H- ...•+• X/i, 


Xa = 


ll Xj -+- ^2 ^2 In X/i, 


(1) Journal de Crelle, t. 36, p. 357 , et p. 84 de ce Volume. 
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si Von designe par G la forme adjointe, composee aoec les 
coefficients de F, comme g est composee aoec les coefficients 
de /; on aura 

• -^1 yti) = G(Yi, Ys, . . Y,i), 

en prenant 

Yi .= aiXi 4- ^>i72 + •••-+- 
Yg = i'ty H) 



Y/i= a,iyi 4- ^n/2 4- • - .4- Iny n- 


Mais il importait surtout d’obtenir le r^isultat general de Peli- 
minadon des variables •••? entre les ('jquaLions (i) 

et (2). Void comment on pent y parvenir : 

Soit 


: X,, Xn) — 


(^iXl 4- .y.2 H- . . . 4- X, i y„y^ 
ni>^^ 


line nouvelle foncdon homogene dn degre de X\^ Xo, 
j’observe quejaumoyen des equations proposees, les siiivantcs onl 
lieu, savoir : 

cp = 0 
et 

do do do 

-- i, = 0, — I- r= 0, . . , , -7-^ = <). 

dx\_ dx ^ ctx II 


Elies se reduisent en efFet a des idendt('‘s, en mettant a la |)lace 
de X, d’lme part, et 72? •••jJK//? de rautre, leurs valeiirs 

en •• -j oc,i^ telles que les donnent les equations (i) et (2). 

Done la question est ramenee a rdiminadon de ^4, ^07 •••? 
entre les equations homog^nes 


do _ do 

dxx ~ ’ ’dxi 


r/cp 

dXfi 


car Tequadon cp = 0 rentre dans celles-la, et on pent Pomettre. 

Ainsi, representant la forme / par la somme des valeurs du 
prodnit 


lorsqu’on attribue aux quantit^s i tons les systemes de valeurs en- 
dures et positives qui v6rifient la condition 

d 4- J2 4- . . . 4- in = m, 



et desig-nant par 


jf = o 


la relation entre les coefficients A cjui resnlte cle Telimination cle 
‘ entre les equations 

df df df 

y „ o, -^ = 0, — = o, 

dx 1 dx 2 cLx ii 

on aura le th(^oreme siiivant : 

V equation 

j2, •• = <> 

ohtiendra en I'emp lagan t dans 

i = o, 

par 

A/, (Ji, H, in) ^ 

(ii, io, . . 4) itant le coefficient nunierique de yaffil , . .y\gdans 
le dh^eloppement de la puissance polynorniale 

(jKi ^y^ 

On observera sculement qu’il y aura lieu cle supprlmer comme 
facteur ctranger une certaine puissance dc X, ce cjui n’altere en 
rien la forme analytiqiie du resultat qiie je viens d’oblenir. 

L’ap))llcation aux formes quadratiques est bicn simple. La forme 
proposee etant 

n n 

/= y x 

1 . ^ 

sous la condition ordinaire 

= CljJ^ 

la forme adjoin te g sera 



1 1 


D 6tant le determinant de la forme /. 

Je prendrai encore comme exemple les formes cubiques binaires 


f = ax^ H- 3 bx-y n- 3 cxy^ -f- ey^. 
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Dans cc cas, Texpression designee par £ coincide avec le deter- 
minant unique de la forme, tel que je I’ai obtenu dans la tlieorie 
de la reduction, et le coefficient du second terme de P^quationen X 
donne la foinxie adjointe 


I 


/c^ 

\da 




db 


dc 





= j — 3 bee h- -a — 3 ( ace — ‘ib^e be ’*- ) x’^y 

-H 3(2ac- — abe — b-c)xy’^ — {'^abc — a’^e — ’xb‘^)y^’\. 


En Indian t cette forme que je trouve dans nn des M^inoires de 
M. Eisenstein, j’ai reconnu qu’elle se deduisait de /, en y rem- 
placant les variables par les deux expressions lindaires 


dx ’ dy 

(p etant Pexpression qnadratique 


{ac — b-)y'^ — {ae — bc)xy -h {he — 

consid^rdc encore par M. Eisenstein, et par moi-meme dans la 
Note du Journal de Crelle^ sous la forme 

(a — p )2 (j/-_ Ya7)2-+-(^-. 


a, (3, y dtant les racines de Tequation 


ax^ H- 3 bx^ + 3 ca? -h e = 0. 


Maintenant, Monsieur, je reviens a la tlidorie des formes qua- 
dratiqiies, pour essayer de vous completer quelques points de la 
derniere Lettre que j’ai eu Fhonneur de vous ecrire. Et d’abord, 
j’ai dii I'econnaitre que ce qu’on devait se proposer avant tout, dans 
la tlieorie de la reduction, etait de decoiivrir les valeurs enuires 
des indetermindes pour lesquelles une forme d6finie donnde dtait 
la plus petite possible. De la, en effet, se tireraient les conse- 
quences suivantes : 

1 ° En cherchant la s^rie des minima de la forme binaire 
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pour toutes les valeurs positives de la quantity A croissant d’une 
maniere continue de z6ro a I’infini, les dwerses fractions^ re- 
presenter Client V ensemble des reduites de la fraction continue 
ecjuwalente d a. 

2 *' En chercliant de m^me la serie des minima de la forme ter- 
naire 

A(z — axY H- B (y — bxY -f- ^ ^ 

OLi A et B sont deux cjuantit^s positives quelconques, a el b deux 
quantit^s r<§elles, toutes les fractions ^ auraient ce caractere 

essentiel qu en choisissant un d^nominateiir moindre que 
deux autres fractions, — , donneraient necessairement 

’ Xii X(i 

A(5o — aXfiY H- B(jko — > A(^ — axf -h — bxy. 

Car, si cette inc^galit^ n’avait pas lieu, I’expression 

kizo — axo^ -4- B(jKo— bxoy-h y 

serait moindre que 

k{z — axy H- B {}' bx)- H- ^ ; 

done cette derniere ne serait pas, coniine on I’a suppose, un mi- 
nimum . 

Cela etant, si Ton observe qu’on pent Loujours fairc 

et a fortiori 

k{z — axy -h B(jk — bxy < ^ 2A!?., 

on voit que, en faisant croitre continuellemcnt A, la s^rie des frac- 
tions ^ converge indt^finiment vers les limites a et 6, et que, 

pour chaque approximation, la somme des carries des erreurs 
- — ax^y — bXy multiplies par les constantes A et B, est un mini- 
mum, e’est-^-dire que cette somme augmente, si le d^nominateur 
commun x diminue. 
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Ce qui precede indique suffisamment nne infinite d’autres con- 
sequences analogues, qui Loutes viennent dependre de la reclierclie 
difficile d’line limite precise du minimum d’une forme definie qiiel- 
conque. La-dessiis je ne puis former qu’une conjecture. Mes pre- 
mieres recherches, dans le cas d’une forme a n variables de deter- 
minant D, m’avaient donne la limite 


je suis porte a prosumer, mais sans poiivoir le d^montrer, que le 


(n-l) 


doit etre remplace par — 


coefficient numerique . , ^ _ 

\ ^ / /( /i -h- 1 ) 

Comme application des memes principes, je considererai en- 
core la question suivante : 

Etant donnee une expression inraginaire a -{- b sj — r : de- 
tej'miner les entiers complexes 


■ +.r /- 




pour lesquels la nor me de 


soil la plus petite possible ^ sous la condition que x- H- j'- soil 
au-dessous une certaine limite. 


On cherchera les minima successifs de la forme a cjuatre va- 
nab les ' 

/= {ax ~ by — tf {ay 4- bx—up--^ — , 

pour toutes les valeiirs de A; les diverses fractions complexes 

t -f- II s/ — 1 
X y / — I 

anxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propriete carac- 
teristique que le module de la difference 


X -\-y s/~~ I 
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croUra necessairement en prenant toiite autre fraction dont 
Le denominateur aurait uii module moindre. 

Mais line aiiLre propriete de ces fractions les rapprochera en- 
core clavantage des rediiites de la llieorie des fractions continues. 
Soient 

t u s / — I ^0 -h Uq y/ — i 

deux fractions diflerentes qui correspondent a deux minima con- 
seciitifs de la forme de sorte que les deux xaleurs de A qui out 
donne lieu a ces deux fractions soient infiniment pea differentes 
I’ane de Fautre. Alors, en obsei-vant que le determinant de f est 
cn general le premier minimum donnera, en admeltant la con- 
jecture ci-dessusj 

{ax — by — ty- -H {ay -ybx— uy ■+■ ' < A J 

^ v/5 V ^ 

et le second 

{axo — by^ — /„)2 + {ay^^ bx^ — < A — 

(0 designant une quanllte aiissi petite qu’on voudra. Cela posdj 
multiplions ces deux indgalit6s, membre a mcmbre ; on trouvera, 
en employant une formule bien conmie (^), 

{iu: — by — t ) {ax^ — by^ — to) -y {ay -\-bx—u) {ay^ bx^ — Uq) h- - -’-••--j ! 

/a (A-hco) ) 

I - (ax — by— t ) (ayo h- bxo — u^) -f- (aXo — byu — ^o) — u) -h I 

i ' y/A(A-Hto)) 

( — /^) (xoy-hx yo)-i~b ,x— tipy] -j- \J ^ ( ay^^— //(y-h- /px — rr,) 

I /A(AH-wj 

I (y/A - 4 - CO — v /a) [a (yXf^ H- xy(^ ) -I- b (xxp — yyo) — t^y - np x\ - 4- \/I (tvo — tpy -t- uxp — i/.qC 
I y/A ( A —h w ) 

4 J . 

^ y/5 y/A'( A -I- to ) 

d’oii, en nc^gligeant les deux premiers caiu'es et introduisant la 


(^) J^a formule d’Eulcr, qui donne sous la forme d’une sommede qualre carrtl's 
le produit de deux sommes de quatre cari’^s, suit imm^diatcment de ce que le 
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condition quo o) est infmiment petit, 

{uy^ — uoj 4- XQtY-\-{tyQ — t^y-^icxQ— u^xy- < jL , 

V5 

et, par consequent, 

( iiyi) — ^0 t(^x — ^0 ^ -h ( ty 0 toy "4" itx o u^^xy = i . 

Ainsi, la norme du numeratenr de la difference de deux fractions 
complexes conseciitives est Vunite; on eut obtenu V unite ou le 
nombre deux, en employant dans Fexpression dn minimum de f 

le facteur 

La ni^thode precedente s’applique encore aiix nombres com- 
plexes x + y \J— dont la theorie est plus difficile et siir laquelle 


au lieu du coefficient hypothetiqiic 


produit des deux determinants {ad — be), [a'd' —b'c') est le determinant du 
sysleme 

[ aa’-^bc', ab'-{-bd' 
ca' -r dc', cb' H- dd' 

En elTet, il siiffit de supposer 
a-=-p-\-q^— i,- b ■=■ r -¥■ s \} — i, c= — /‘H-if \J — i , d ~ p — q \J — i , 
a’ = p’ q' sj—\, 6' = r'-l-sV~4 c' = — r'-h^V — i, d’ = p' — q'sj—i 

pour obtenir 

(P--4- ^^--Hr-4-^-) 

= ( pp'— qq'— rr' — 5^' )' 4- ( pq'+ qp' 4- rs' — sr' )- 

4- {pj'' — qs' -h rp'-h sq' )--l- q?'' ~h p's — q' 

Celle de Lagrange vient en mettant ^ r\/B, s/AB, ... au lieu de q, s, — 

(’) M. Hermite a repris cette question dans un Metnoire iilterieur en se ser- 
vant des fornnes quadratiques binaires a ind^termin^es conjuguees, et demontre 
rigoureusenient que la norme est bien ^gale t un. 

On doit remarquer que la limite bypothetique " ■ ■ admise par M. Her- 

y 11 H— 1 

mite est trop faible. Pour n = 4? elle ne donne dej^ plus la limite supreieure du 
minimum. En elTet, cette limite est alors, d’apres MM. Korkine et Zolotareff, 
\/2 yD, et e’est 1^ une limite precise que Pon ne peut abaisser. Gomme sur- 

2 

passe ypj la limite bypothetique est trop faible. Si Tonreprend lecalcul ci-dessus, 
V5 

en rempla 9 ant — par on retrouve d’ailleurs le r(^sultat de M. Hermite, qui 

/o 

se trouve alors aussi completement etabli par cette voie. E. P. 



LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


145 


je me propose de revenir. Mais ce n’est qu’au mojen de la reduc- 
tion de formes de degr^s plus eleves qu’on pouiTa resoiidre les 
questions analogues a la precedente, dans lesquelles entreraient 
les nombrcs complexes reels x -^y \/n el ceux qui dependent d’ir- 
rationnelles numeiaques plus compliquees que les radicaux carres. 

Voici maintenant une autre serie de questions importantes dont 
la solution depend encore de la I'echcrche du minimum d’une 
forme quadra tique et qu’on peut comprendre dans cet enonce ge- 
neral : 

TroiweVj en nomhres eniiers, le miiiimiim du produit dhm 
certain nomhre de fonctions lineaires et hoinogeneSj d coeffi- 
cients reels ou imaginaires. 

Nommons 

J ./-i) fn 
les fonctions lineaires a coefficients rdels, 

pi, Pi, Pn'\ Ih, Ih, hn.' 

les fonctions a coefficients imaginaires, gi et A/ etant des fonctions 
conjngiiecs. Si Ton suppose que leur produit prenne la plus petite 
valeur possible cn attrlbuant aux indeterminees les valeiirs en- 
tieres X = Xo, y=:y(^^ . . et qu'on designe alors par 

ro /•o fo 

ce que (levlenneiit les facleurs lindaircs rdels, et de memc par 


Pn', 


les diverses couples de facteurs conjiiguds, je dis que la forme 
quadra tique 




Pih-i 

p\h\ 


7 n' l^n' 


sera elle-meme la plus petite possible pour x = .2:0, y=y(s, — 
Supposons, en efTet, qu’on puisse avoir 





= M, 
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M 6tant moindre que comine le procUiit des facteurs 



( -''I ^ 

2 

1 j 

( Klhl. '1 

2 

i . . 1 

f gn'hn'\ 

1/?/ V/sJ \f?J ' 


1 1 

1 ^2 / 

1 • • 1 



sera toujoiirs inferieur a son maximum 

/ M 

\ /i -h 2 ^ ^ 

la supposition de M < /i -f- an' condiiirait a 

f H'S 1 ‘^2 ^ 2 - - ^f\f\ • • ‘ *^2 ^^2 * * 

et, par suite, le produit des facteiu's lindaires ne serai t pas, con Ire 

rhypothese, le plus petit possible pour x = y =jKoj I’a- 

joiite qu’en faisant M = n H-an' le produit (a) ne pouiTa atteindre 
son maximum ou I’unitd qu’antant qu’on aura 


fAY-. 


(fn\ 

s 

1 

\fV ^ ’ • 

Kfl) 


glhi _ 

gn' h,i: 



0 n 


Nous Yoici done encore conduit, comme vous le voyez, Mon- 
sieur, a cette recherche singuliere de tons les minima j d^une 
forme quadratiejue, correspondani aux divers systemes de 
valeurs de plusieurs parametres qu'il faudra supposer passer 
par tons les etats possibles de grandeur , Telle est du moins la 
Yoie qui nous est ouverte, par I’analyse pr^eddente, pour la solu- 
tion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci : 

^[a.) designant un nombre entier complexe, compose avec 
line racine a de V equation F(^)=:o d coefficients entierSj celui 
da premier terme etant Vunitd, troiwer toutes les solutions de 
V equation 

Norme (p(a) = i. 

Soit M un minimum d’une quelconque des formes ddfmies 

+ ^ Kl’ 
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dans lesqnelles a, , as, . . a.^ designent les raclnes reelles, et , yt ; 
p27 Y2; • • • ; yn' les couples des raclnes imaginaires de Tequa- 
tion F(^) = o. En faisant, pour abreger, 71-^2 n^— m, on deduira 
de la limiLe 



ou D est le determinant dc la relation suivante : 

Norn.e^^-(a)<(|) , 

dans laquelle A repr^sente la valeur absolue de I’expression 

F(aOF'(a,)...r(p„OF(T.O, • 

et ou n’entrent plus les valours dc , Ao, . . K^ , Koj .... 

DonCj quclles que sclent les quantiles Aj, A2, . . ., K/2^, le mini- 
mam de conduit a une valeur toujours limiti^e pour la norme 
de <p(a); mais ce qui a 616 (^tabli pi'ecddemment fait voir, de plus, 
qu’en faisant passer A|, Ao, . . K^, Ko, . . . par tous les 6tats pos- 
sibles de grandeur, ou obtiondra n^cessairement toutes les unites 
complexes j loutes les solutions de I’^quation 

Norme cp(a) = i . 

Considdrons une solution particulidre telle. que N cpo(a)=: i, elle 
sera donnee, par le minimum de (p, dans I’hypothdse suivante : 

<i.= fiMTV I- r 

L?o(“i)J L'Po(«2)J Lto(««)J 

' 'fo(Pi)‘fo(Yi) ■■■ ?o(3«') ?o(Y«’)" 

Mais ne pourrait-il pas cxister deux ou plusieurs aixtres represen- 
tations distinctes du meme minimum et conduisant, par suite, a 
de nouvelles solutions? 

Observons, a cet effet, qu’on a les conditions 

riMr_, n^r-r 

Uoi^oJ ’ L?o(“2)J ’ ■■■’ LtoKiJ ’ 

?(Pi)y(Yi) ?(P«')?(y«') _ 

To(Pi)'fo(Yi) ’ yoCMToCYn') 

d^ja ^tablies prdeddemment, de sorte qu’en supposant I’dquation 
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F(^) = o irreducLible, si Ton prend cp(ai) =:cpo (a,), la m^me 
lion aura lieu pour loute autre racine reelle ou imaginaire, et il 
serait de meme en partant de la condition cp(a^) — — cpo(a^). <3^^? 

le premier cas conduit necessairement a ^ = ^oj JK =jKo 7 -'-j t 1 <' 

second a ^ 

Mais, si toutes les racines etaient imaginaires, la d^monstratio 
serait en defaut; dans ce cas, on est conduit a detacher de I’ex'i’— 
semhle general des solutions un certain nombre d’entre elles * 

oHrent ce caractere singulier de donner lieu d des entiers 
plexes dont le module analytique est V unite, Ainsi du 
mum de la forme 

?o(13i)9o(T]) ?o(?2)?o(Y 2) ToCP/zO 9 o(t«') 

on d^duira non seulement 

?o(Pi)7 ?(Yi)= ?o(Yi)^ •••5 ?(P«') = 9(Y«0 = ?oCY/-^Or 

mais encore 

?(Pi) == 9 o(!3i) ?(Yi) = 9o(Yi) ^(Yi)^ • • • r 

== = 9o(Y/^0 ^(y«0; 

les nombres entiers complexes A satisfaisant aux conditions sxii — 
vantes : 

'!'(Pi)^(yi)= ^ 4^(132) Ky2) = ^5 4'<'P«')4'(y«)= 

et Ton pourra en faire abstraction puisqu’ils peuvent etre deLei*- 
mines d’avance. J’ai trouvd, du moins, qiiils ne powaient 
que de cette forme, sm^oir : 


k et I etant entiers • Le ddnominateur I est sans doute egal an 
nombre 2 /i^H-- i, mais je n’ai pu encore suffisamment approfoncl i k 
toutes ces circonstances qui me paraissent bien singulieres. 

Quoiqu’il en soit, les considerations qui precedent ^tablisse nl 
qu’on n’aura jamais a rechercher qu’une seule representation ^ o n 
nombres entiers, de chacun des minima distincts, donnant lien 
a une unite complexe, qu’offrira la forme lorsque les quart ti 

Ai, A2, A;i, Kj, Kj, •••? K/i' 
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passeront par tous les etats possibles de grandeur. Mais, une fols 
amenes a cette nouvelle recherche, il faut recourir a la theorie de 
la reduction des formes quadratiques quelconques. Je vais, avaiit 
tout, definir ce que fappelle reduire une forme donnee 

Soient/ cette forme, et ...laserie entiere de toutes cedes 

qui hii sonl equivalentes, et que je represeiitcrai, d’lme inaniere 
generale, par 






en supposant que les coefficients des carres, ranges par ordre crois- 
sant de grandeur, soient 


aji, ^^2 2) Uiin.^ 

Cela etant, nous suhdiviserons, progressivement, I’enscmble de 
toutes les formes equivalentes, en r^unissant dans im m^une gronpe : 

1 ° Toutes les formes ou a la plus petite valeur possible; 

2 ^ Parmi celles~ci, toutes celles ou a 2,2 ^jst dgalemeiit un mi- 
nimum ; 

3^^ Pai'ini les pi'(5cedentes, celles ou est encore un minimum; 
et ainsi de suite, de telle sorte qu’apres avoir epuise la s6rie 

• • •? on arrive a une ou pLusieurs formes dont les cocffl- 
clenls des carres sont necessairement les memes. 

Ces formes offrent un caractere essentiel qui consisle en ce que 
toutes les expressions quadratiques 

(a//, C-ij^ ^jj) 

sont reduites. On pent etahllr qu’on a la limite 

Uf 1 ^ 22 * ** ^ n n P 7 

p. (5tant un coefficient numerique ne dependant que du nombre /? 
des variables; mais je ne m’arreterai pas a la demonstration. 

Revenons au dernier groupe de formes equivalentes auquelnous 
venons de parvenir, il pourra etre subdivise de nouveau, d’apr^s la 


(^) II est clair, d’aprcs les operations indiqudcs, qu’il s'agit seulement ici de 
formes ddfinies. E. P. 
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grandeur des determinants 

Aij = auajj — alj, 

en reimissant ensemble : 

Toutes les formes ou A|,o sera le plus petit possible; 

2° Parmi ces dernieres, toutes celles ou A,, 3 est egalement iin 
minimum; 

3 ° Parmi les precedentes, celles ou A^,/, est encore un minimum ; 
et ainsi de suite, de telle sorte qu’apres avoir epuis(^ la sdrie 


on passe a la suivante 
puis a celle-ci 


A2^3j A2^//, 

A 3,4) A3^«5, As^in 


et Ton continuei'a jusqu’a ce qu’on soit arrive, en derniere ana- 
lyse, a line ou a plusieurs formes offrant des valeurs numeriqiies 
egales, pour toutes les quantit^s Atj. 

Mais il est evident qu’alors les valeui's absolues des coefficients 
aij sont pareillement les memes. Or la forme unique qu’il faudra 
defmitivement clioisir pour reduire s’obtiendra par la considera- 
tion des determinants ternaires 


Ai / 4' — CLi i Ctj J CLJck k ^J,J ^ 


akkalj. 


en operant comme on a fait prec^demment avec les fonctions A/^y. 
Les formes r^unies en dernier lieu, offrant les memes valeurs des 
diverses expressions deviendront identiques{^)^ enrendant 

positifs par exemple, comme cela est toujours possible, tons les 
coefficients a\ 

Reduire une forme donn^e /, ce sera done chercher la transfor- 
mation de cette forme en la reduite ^quivalente telle qu’elle vient 
d’etre definie. Cette reduite, comme vous le voyez, Monaieur, n’est 
pas celle a laquelle conduit la m^thode que j’ai eu I’lionneur de 
vous soumettre dans ma derniere Lettre. II y aura done lieu d’es- 


(^) Si certaias des coefficients 2 , 3, n) etaient nuls, on n’obtien- 

drait pas necessairement ainsi Tidentild des deux formes, mais il est facile do 
combler cette lacune de manidre h avoir toujours une reduite unique. E. P. 
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p6rer line nouvelle substitution, mais jusqu’ici je n’ai vu d’aulre 
moyen a employer que celui qui est indique par I’analyse pi'ece- 
dente et qui consiste a former la serie entiere des formes aux plus 
petits coefficients des carres. Seulement, il esl facile cle demontrer 
qite tear Jiombre a une limite indep end ante dii determinant et 
qui est fonction uniquement du noinhre des indeterminees. 

Dans le cas des formes ternaires, les reduites jouissent d’une pro- 
priete qui merite peut-etre d’etre remarquee, car elle tie me pa- 
rait pas s'etendre aux formes contenant an plus grand nombrc 
de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire re- 
duite 2 ) prend unevalear moindre, en diminuant celle 

des variables dont la valeur absolue est plus grande. 

Soil 

CD = ax- -H a’ y- n- o!' -+- 2 hyz ^ xz 2 b"xy. 

En supposant quelconques les sigiies des coefficients b, b\ V’ ^ on 
pent admettre que les indeterminees sont positives. Or, en suppo- 
sant X xf> on proiive aisdment la proposition dnoncee ), 
dans cliacLin des quatre cas qu’offrent les signes de b’ et 6", au 
moyen des equations identiqiies 

- i.y, z) — cp(^, jK, .z) 

== — 2{x — \) {a b" -\- b' ) -\- 2b" {x — y — \ ) ~v~ 2b' {x — x; — i) — a 
= — 2{x — \ b’) — 2b''y-\- 2b\x — .c — \ ) — a 

~ — 'li^x — i) (a b") -h 2 b"{x — / — i) — 2b' z — a 
= — 2{x — i) a — 2b" y — 2b' z — a, 


les quatre expressions precddentes correspondant aux quatre cas 

b I 1 — Hj 

g ' : _i 


Je reviens maintenant a la recherche de toutes les representa- 
tions distinctes des divers minima de la forme quadratique 



Kf ^ Kr”" 


Kl' 


(^) II peut y avoir un cas d'exception, auquel ne s’applique pas d’ailleurs Ja 
demonstration, de M. Hermite; c’est celui dans lequel les trois variables ont leurs 
valeurs absolues dgales k Tunit^. E. P. 
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corresponclant a tons les systemes possibles de valeurs de 

Aoj • • •; Ki ) Ko, • . . . 

Dans cette forme, les quantiles <p(a) sont les valeurs d’une expres- 
sion telle qiie 

Xq -I- cLXi -h . . -H , 

en snpposant a, Tune quelconque des racines de Tequation, 

¥{x) = o, 

dont le degre 7^ est toujours ddsign6 par /n. Cela pose, soil 

pour un systeme determine de valeurs des quantite^s A et K, 


X\ = ^oj'o •+*• • ••+• ^ m~\y ni-i’t 


Xui-x — /oJKo ■+* ha~ \y 

la substitution propre a r^duii'e <I>. En posant, pour abr(^ger, 

( a)/ = at -f- a c/ H- . . . H- li, 

'}^(^) = (2^)0 ( 3 i)i H- y m-i ( 

la transformee rMuite sera 



2 jT| 




Mais on pent F^crire d’une autre maniere. 

Soil yQ celle des ind^termin^es dont le carrd a le plus petit 
coefficient, et posons 

N = (ai)o (a2)o- • .(a,Do(Pi)o(Ti)o* • • ( P«Oo(y«Oo3 

il est clair que, a d^signant Tune quelconque des racines, sera 
un polynome a coefficients entiers en a, et qu’il en sera de meme de 

(=‘)o 

que je d^signerai par ^/(a). Or, de la valeur-limite du produit des 
coefficients des carr^s des ind^termin^es dans toute forme reduite, 
telle qu’elle a et^ indiqu^e plus haul, on d^duit facilement, que 
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tons ces polynomes i/(a) ontpour coefficients des nombres en- 
ticT's ayant aussi des limites finies. II en est de meme d’ailleurs 
de N, comme on I’a vu precedemment d’une maniere speciale. 
Done, transformant ainsi les fonctions ^(a), savoir : 




(a)o 

N 


[jKoN H-jK2^o(a) ■ 




et posant 


X (^) — .Xo ^ ‘ m—1 (2t) 5 

(a/)o _ T (P/IoCY/Oo _ If 

NA^- " a;-’ n-^K| k;- 2’ 

I’expression de A devient 


\F 




X(Pi)X(Ti) 


et e’est la le type analyiique (^) auqiiel je voulais arriver pour y 
rapporter toute forme r^duite. Le nombre de ces types, comme on 
le voit d’apr^s le caractere des fonctions 'x(^)j essentiellement 
jfini, et e’est la un r^‘sultat qui ouvre la voie a im nouvel ordre de 
reclierclies destinies, si je ne m’abuse estrangement, a jeter un 
grand jour snr la nature si inconnue des irrationnelles alg^- 
briques. 

Et d’abord, on en deduit immediatement une demonstration 
directe de la possihilite de V equation que je me suis propose 
de resoiidre, sa^^oir 

Norme ®(a) = i. 

En effet, on a pour cela le tbeoreme : Que lorsqid une substi- 
tution 

^0 = /?oro -H** 

Xi == ^o>'() -+“ 9\yi . -r q y 


— >^0 JKo ~+" . .-f- S„i-^iy 

correspondant d un systeme different de valeurs de Ai , Ao, 

K^, Ko, ..., conduit au meme type reduit 'F, le nombre entier 


(^) D’apres M. Hermite deux de ces types sont les mernes lorsqu'ils ne different 
entre eux que par rapport aux quanLitds A' et KY Jaqqbi. 
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complexe represente par le determinant des quantites 


!«)o 

(“)l • 




• • 1, 


J'\ 

rm—\i 

^0 

Si 

• • — 


aura pour norme V unite. 

J’ai troLive aiissi : qu^il suffisalt d'^obtenir le systinne des 
substitutions propres a reduire la forme ^I> dans un intervalle 
fini des quantites A et K, les substitutions correspondant d 
toutes les autres valeurs de ces memes quantites se dedui- 
sant de celles-ld. 

De la on dMuit que tontes les solutions de I’^qiiation 
Norme cp(a) = i 

peuvent s’obtenir par un nombre limite d’entre elles, convena- 
blement choisies, mais d’auti'es considerations menent a la meme 
consequence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier 
qui me les a fait decouvrir. 

Designons par a la racine r^elle, et par [3 et y les deux racines 
imaginaires de Tequation du troisieme degree a coefficients entiers 

-f- _h H- C = o. 

Soient aiissi et A deux unites complexes de la forme 

je dis quede ces deux unites en resulte line troisieme dont elles 
sont V une et V autre des puissances entieres. 

PosonSj en effet, 

$ = IF “ 

m^ n^.m^^ /Zo etant quatre nombres entiers tels qne 

jurq — nniQ = I , 

on aura reciproquement 

o = <|)«o^F~^, ij; = 

De deux choses Tune : ou Ton pourra faire par exemple ^ = i , et 

£ 

le theoreme est demon tr6 : ou bien an moins = e ^tant 



LETTRES SUR LATHEORIE DRS NOMBRES. 


l55 


moindre que I’unite et n pouvant prendre une infinite de valeurs 
differentes. Or, ajant toujours norme on conclurait qn’il 

existe une infinite de solutions de cette equation dans lesquelles la 
valeiir de Funite complexe reelle et celle du module analytique 
des deux unites conjuguees imaginaires seraient aussi voisines dii 
nombre i qu’on le yoiidrait, ce qiii est absurde. 

Une metliode to ate semblable m’a conduit a demontrer que, 
dans le cas des trois racines reelles, toiites les unites sont les 
prodiiits des puissances de deux d’entre eiles qui ne sont pas r^- 
ductibles Tune et Tautre aux puissances entiei'es d’une troisieme, 
et il ne me parait pas difficile d’^tendre les memes considerations 
ail cas le plus general. 


Quatri^me Lettre. 

La derniere Lettre que j’ai eu I’lionneur de voiis 6crire 6tait a 
peine partie que j’ai eu communication, par M. Liouville, d’une 
Note tiree des Comptes rendus de votre Acad(^mie, et dans laquelle 
vous traitez de la reduction des formes quadratiques, a coefficients 
entiers, sous un point de vue cjui ne se serait jamais pr6senffi a mon 
esprit et qui m’a vivement int(^ress^. Le r6sultat plein d’61egance 
auqnel vous arrivez par une methode si simple m’a fait rechercher 
si, dans ce nouveau type de formes r^duites, il y avait encore pos- 
sibility d’obtenir des Limitations des coefficients j f one lions sen- 
letnent du determinant. 

En particulier, j’ai considyry les formes dyfinies ternaires 

f = -+- a'y^ -h a" 'i. hyz 'ih' xz h" xy^ 

dans lesquelles, d’apres le principe de votre metliode, il faiit faire 
par exemple 

o) designant le plus grand commun diviseur de b et 6^, determiny 
par I’yquation 
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On obtient ainsi la transformee 

ou Fun des rectangles des indetermlnees a disparu. 

Cela pose, si les coefficients de let forme proposee sent li- 
rnitesj au moyen du determinant D, il en sera de meme des 
coefficients de la transformee. En particulier, % pent s’ecrire 

— (ab^--¥a’b'i — ibb'b")= ~ {aa’a”—a"b"^-T>), 

done 

to- 

Or on pent ensiiite supposer 

‘2B < 51, 

en detei'minant convenablement j3 et P' dans F^quation 

co = 

ou, ce qiii estan fond la meme chose, en changeant dans la trans- 
formde ^ en ^ 4- m^r\. Quant a la limite du dernier coefficient 
elle se tire de Fequation 

5t5V'--i32 = aa'--Z>"4 

En revenant aux premieres considerations qiii m’avaient fait en- 
trevoir, il y a longtemps, Fimportance de la recherche du minimum 
des formes a un nombre quelconqiie de variables, j’ai 6l6 conduit 
a presenter de la maniere suivante les id^es que vous avez le pre- 
mier ^mises sur Fimpossibilite de certaines functions periodiques. 
Soient, pour les fonctions d’une seule variable, 

a'-hb's/^, a"-hb"\/^i 

trois indices quelconques de periodicite, je consid^re la forme dd- 
finie ternaire 

2 

/= H- a'y -+- a"z)^-h{bx’^ b'y -f- d'zy -f- ^ > 
dont le determinant 

^ /ab'—ba'\^ 
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Si ab ’ — bd n’est pas nul, et que les deax equations 

ax H- a’ y a" z — o, bx -H h' y -h h'’ z = o 

ne puissent etre verifiees pour des valeurs cntieres de x, y el la 
fonction sera impossible. Car pouvant faire, pour touLe valeur de A, 

/ < \/rD 

et, a fortioi'i, 

{ax -H a'y 4- a" z )- {bx U y 4- b" ^ )- < s/'i D , 

on deduirait des indices proposes une p6riode dont le module 
serait infiniment petit. Mais cette conclusion n’a plus lieu si 
aU — bo! = o. Alors je considere la forme binaire 

y ‘2 

J —{ ax 4- o! y -\-{bx b'y)- 4- ? 


dont le determinant, dans I’liypothese admise, se irouve ^tre 


D = 


A2 


Or il est maintenant facile de prouver que lorsque aV — ba^=o 
Ton ne pent m^me admettre les deux periodes 

a-^bs / — i et a!-^U\J — i, 

si on les suppose irr^ductibles, c’est-a-dire si les equations 
ax 4“ a' y = 0, hx b'y = 0 

ne peuvent avoir lieu en nombi'es entiers. On pent faire, en effet, 
pour toute valeur de A, 



et, a fortiori, 

{ax-\- a! yy- H- (te-i- 6>)2< f | I), 

ce qui conduit de nouveau a une pdriode infiniment petite. 

Les fonctions de plusieurs variables a periodes coexistantes que 
vous avez introduites le premier dans I’analyse, peuvent 4tre trai- 
t6es par les memes principes. 
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Soient 

— I, — 1, li \/ — j 

n indices simultanes de periodicity correspondant, re 
ment, aux variables 

dans une fonction telle qiie iF(.r, u)^ ie dh qiie si L 
de ces groupes dHndiceSj supposes irr&ductihles, surj 
la fonction proposee sera impossible^ dans ce sens qi 
force d^ admettre un groupe d’’ indices simultanes in 
petits. 

Faisons, pour abreger, 

%,=■ (X\X I Ct-2X<i X^n^X j 

^ r= Z? j .T I -!— h-yX^, • "4“ 1^2 ,7-4-1 ^2 /? -4- 1 5 



= /ii -i- /C2 H- . • . ■+■ ^2/2-+ l 5 

41 = lxXi-\~ ^2 ^2 H- . . . -h ^2«-M'j 

le determinant D de la forme 

/ = 512 -f- H- . . . + *2 + Jff! 

sera, comme on le trouve aisement, 

(X\ hy ... 1\\ l<i I ^ 

Ct^, ^2 . 1 • /i'2 ^2 

^2??. ^2« ^'2«. I 'In 

et la consequence qiie je voulais obtenir decoule, comn 
demment, de la relation 



a laquelle on pent toujours satisfaire quelqne grand que s 
Si Ton suppose que le determinant qui entre dans I’e' 
de D s’evanouisse, la demonstration n’est plus applicabL 
proposition n’en a pas moins lieu, et Ton obtient ainsi b 
terme d’une serie de nouveaux cas d’impossibilite dont 
conditions analytiques. 



Soit, pour abreger, 

~ -+~ Cl^CP^ ^in-hl~i^2n-hl--ij 

=z l) \ X\ -+- hc^X^ — |— . . . H— /Po^Z-hl— ?■ •^2/? + l — 0 

= ki Xi H- k^X<i -f-. . . -f- /c■2/^-}-l— 

%l=z l-iX^ ^2«-1-1--Z^2«-4-1 — Z3 

et soil le determinant de la forme 

Si Ton suppose D^_^ nul, on trouve que A^D/ s’obtient en faisant 
la somme des carres de tons les determinants que fournit le sys- 
t^me 

«!, A'l, Zt, 

^2j ^2) ^2j ^2i 

. . . , . . . , . . . , . . . , • • • j 

en employant, d’une maniere quelconque, 2n — i lignes verti- 
oales. Or, toiUe fonction periodiquede variables sera impossible 
lorsque, ayant 2 n — i groupes de p^riodes simultanees irr^duc- 
tibles, savoir : 

j ay, ■+■ \/"~ 1 5 Cy. ■+• s/ — i j • • • j Zr ij, -1- / y/ — i j ’ 

le determinant Df de la forme //, compost avec ces indices, s’an- 
xiulera. En effet, on arrivera a un syst^me de p^riodes simultanees 
infiniment petites, en consid^rant dans la sdrie des formes 

y/'-hb yv-H-23 *''7 

la premiere de celles dont le determinant ne s’^vanouit point. La 
derniere d’ailleurs est dans ce cas, car on trouve ais^ment 

= ^2 (*^1 ^1 ^1 )• 

L’analyse que je viens d’ employer s’applique 4 une question 
l)ien diff^rente, d la tMorie des unites complexes les plus ginS- 
jrales^ et donne ce th^or^me : 

Soit ml le nombre des racines rielles et des couples de ra- 
cines imaginaires d^une Equation irrSductible h coefficients 
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entiei's et dont le premier coefficient est V unite, si l^on a in' 
unites complexes quelconqueSj formees ai^ec les racines de cette 
equation^ elles peuvent toujours ex primer par les produits 
des puissances entieres, positives ou negatives^ de m ' — i autres 
conv enablement choisies 

Nommons 

ai, a.>, «« 


les racines reelles de Tequation proposee, et 

pl, Yi; P2, Y2; •••; yr/ 

les divers couples de ses racines imaginaires. Soil encore 

cp/ ( a ) = cii -i- a bi -t- ci -h . . . -f- ^ If 

line unite complexe qiielconquej et 

logcp2(a) = (a)/, 

Iogcp;:(p)9KY) = (Pj Y)m 
F(a)= a?i(a)i -f- x^icL)^ -f*. . . H- 

F ( p, Y ) = a?! ( p, y)i -h iPaC P, 7)2 ^)m ' ; 


je dis qu’il est toujours possible de determiner, pour;2?<, x^, 

Xm'j un systeme de valeurs entieres, positives ou negatives, telles 
qu’on ait 

( I) F(a) = 0 ou 9f ^(a) cp^/^(cc). . . = i. 

Cette condition d’ailleurs aura n^cessairement lieu a la fois pour 
toutes les racines, reelles 011 imaginaires, puisqu’elles appar- 
liennent, par hypothese, a ime Equation irr^ductible. 

Supposons, en eflPet, I’^quation (i) impossible, et voyons quelles 
consequences vont s’ensuivre. 


(^) Le theoreme complet, savoir : Quit y a effectivemejitj dans tous les cas, 
m ' — I unites complexes independantes par les produits des puissances des- 
quelles on peul representer toutes les autres, est un des plus importants, mais 
aussi un des plus ^pineux de la Science des nombres. La demonstration rigou- 
reuse de ce theoreme a et 6 donnee par M. Lejeune-Dirichlet dans les Comptes 
rendus mensuels de V Academic de Berlin du 3 o mars 1846. Voir aussi ceux 
d’octobre 1841 et d’avril 1842, et une Lettre du m^me auteur \ M. Liouvillc. 
{Journal de Mathematiques, t. V; i 84 o.) Jacobi. 
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En premier lieu, deux sjsLemes distincts de valeurs cutieres tics 
ind^terminees, ne donneronl jamais la meine \'d- 

leur de F(a). Car, ajant, par exeniple, 

a7i (a)i -h ;r2(a)2 -+■. - - H- j;,;- ( 7. 

on en deduirait 

(^1— jri)(a)i-+^(a72— J/.) (a)2H-.. (a),;,/ ^ o, 

c’est-a-dire une solution de I’dqualion (i), ce qui csL conlre I’hy- 
po these admise. 

Gela posd, je considere la forme quadralique 

F=F2 (Pi,Yi)-hFHP. 2,T2)-H.. ,r) 

+ FHoci) -t- +. . .-4- 

dont le determinant est 


(ai)i 

(“1)2 ... 

(“I )'«'-! 1 

(aCi 

(“2)2 

(oCs)/;!'--! i 

1 

( OC/i—i )2 . . . 


1 (Pi>Yi)i 

(Pi,y02 

( Pl> / 

1 (PjiT 2 )i 

( p 2 > ^2)2 

(Pa? j 

1 (P«', T«')i 

(P/r, T.r)2 ... 

' ( P/i'? Y/r )/«'—! J 


et je le supposerai d’abord different de zero. 

Dans ce cas, si je cherclie les minima de la forme F, pour des 
valeurs inde liniment croissantes de A, il est clair qu’en posant 

F(a) = log <I>2(a) 

el, par suite, 

F(i3,Y) = log<F(P)<I>('r), 

j’obtiendrai une infinite d’unites complexes, <l>(a), toules diffe- 
rentes, d’apr^s la remarque precedemment faite, et dont les valeurs 
absolues redles, ainsi que les modules des valeurs iinaginaires, 
seront aussi voisins de I’uniie qu’on voudra. Or on aurait de la 
sorte fonctions lineaires et homogenes, a m' indetenninees eri- 
tieres, qui seraient susceptibles de prendre une infinite de valeurs 
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num^riques inegales et comprises dans iin intervalle limite, ce qoi 
est absiirde. 

Lorsqiie le determinant D sei-a different de zero, on pent done 
satisfaire par des nombres entiei’s a I’equation 

Cela pose, je fais 

/i(«)iH-jr 2 (cc) 2 -{-. ^ IogY(5£), 

(a)i-4-^2(«)2 • •-{- Zni'{cc)ni' ^ log- Z(a), 

VW.J 

Pi (a)iH- +. . .-h i>m'{0L)ni> = logY(a), 

les nombres entiersjr, p ^tant pris de maniere que le deter- 

minant relatif a ces ecpiations lineaires et a la precedente soit ru- 
nite. II est clair qu’on pourra tirer de la les Yalenrs des unites 
cp/(a), exprimees par les prodaitsdes puissances entieres de Y(a), 
Z(a), ...,V(a), qni representent d’autres unites complexes, an 
nombre seulement de m ’ — i . 

II me reste a examiner le cas ou le determinant de la forme F 
est suppose s’evanoiiir. Soit alors 

F/(a)= 0Ci{a\ + a 

FK?a) = T)i T)2 H-. ■ Y)m'-0 

et soit le determinant de la forme 

Fi = F- ( pi, Yi) H- ( P2, Y2) H- •••-+■ F^ ( p/,/, Y/i' ) 

4- (ai ) 4- F] (a,) + . , . (a,_i ) - , 

Si Ton suppose D/_i mil, on trouve, tout k fait comme prdc^dem- 
ment, que s’obtient en faisant la somme des carr^s des di- 
vers determinants que fournit le systeme 


(='l)l 

(“ 5)1 


(?1. Yi)i 

(|32) Y2)i 

(p/z'j Y^“J^’)l 

(=tl)2 

(as)2 

• • (*/l-l)2 

(Plj Yi)2 

(?2) Y2)2 

•* (P/i'j Y'^')2 

I— t ('* 2 ) 7 / 1 '— i—i • ’ 

> • (*/^-l)//J'— 1— / 

(Pij Yi)»r— 1— f 

(P 25 Y2)//i'—l— z •' 

•• (P«'j Y'i')w'— I- 


en emplojant mJ—i — i lignes verticales. Considdrant done dans 
la s^rie des formes 


Fi, F2, 
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la premiere de celles dont le determinant ne s’evanoiiit point [et 
la derniere est toujours dans ce cas on obtiendra absolument 
les memes resultats que ceux auxquels nous sommes parvenus tout 
a I’heure, puisque le determinant D/ devient d’line petitesse arbi- 
traire pour des valeurs suflisamment grandes de A. 

Je ne sais. Monsieur, si ces resultats et la methode que j’ai em- 
ployee sont connus, et nommement s’ils se tronvent deja clans les 
travaux de M. Kummer, que vous avez eu la bonte de mdndiqucr. 
M. Liouville sans doute les publierait de suite dans son Journal, 
si nous pouvions trouver im traducteur, etce serait pour moi en 
particulier un grand plaisir de prendre connaissance de ces re- 
clierclies d’apr^s ce que vous m’en avez ecrit. L’introduction du 
nombre complexe, aucjuel M. Kummer donne le nom dUdcaly 
m’intercsserait surtout au plus liaut degr6. 

P, S. L’expression des unites complexes au mo yen crun nombre 
d6termin6 d’entre elles donne lieu a une remarque csscntielle et 
que j’ai omise, lorscjue les racines qui entrent dans leur coin|)Osi- 
Uon sont toiUes imaginaires. L’aiialysc que j’ai employee conduit 
alors de nouveau a isoler cello de ces unites clout le module analy 
tique est iin, si toutefois il en existe. C’est au reste le ineme re- 
sultat auqiiel jc suis parvenu par une tout autre voie dans ma 
derni^vre Lettre. 


(') 1.1 faudrait cxccploi* Ic cas ou les uiiitCs complexes considerees auraiciil 
lours modules analyliques 6|jaux a Tuniu^ K. p. 
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DANS LA THEOaiE DES NOMBRES. 


Journal de Crelle, tome 41. 


I. 

Amene depuis longtemps, par des reclierches sur la tlieorie des 
fonctions elliptiques et abeliennes, a diverses questions d’Aritlime- 
tique transcendante, je viens offrir aux Lee tears de ce Recueil 
quelques-ims des resultats auxquels je suis parvenu, et les prin- 
cipes de la m^thode que j’ai suivie. Ces resultats sontrelatifs sur- 
tout aux nombres complexes, consid^r^s en g^n6ral, ouplutot a 
la tbeorie de certaines formes d^composables en facteurs lindaires 
et dont on verra plus bas la definition. Pour la methode, son prin- 
cipal caractere consiste dans Finlroduction, par un proedde ge- 
neral et tres simple, de variables continues, qui font dependre 
les questions relatives aux nombres entiers des principcs analj- 
tiques les plus eiementaires, C’est la surtout ce que je me suis pro- 
pose de faire ressortir avec evidence, en revenant meme sur une 
des theories exposees avec tant de profondeur et d’elegance dans 
les Disquisitiones arithmeticce (la distribution en periodes des 
formes de determinant positif), pour la presenter sous un nouveau 
point de vue. Quant aux questions nouvelles que j’ai essajd de 
traiter, je suis loin de les avoir approfondies autant que je I’aurais 
souhaite; aussi je demande I’indulgence du Lecteur pour ce que 
mon travail aura d’incomplet, esperant par la suite y revenir et le 
perfectionner. 



II. 


On connait toute I’importancc dii problemc gendral, donl Pobjel 
esL de distingucr si deux formes sont equivalenles on non, eL de 
Lrouver dans le premier cas toiites les transformations de rune 
dans Fautre. Je m’occuperai, sous ce point de vue, des formes 
quadra tiques definies, a un nombre quelconque de variables, et 
des formes binaires de degT(^ quelconque, pour presenter d’une 
maniere nouvellc ce que j'ai deja dit dans le Journal de Crelle, 
tome 46. J’essayerai ensuite de fonder la theorie des nombres 
complexes, sur rdtude d’une sdrie particuli^re de formes, que je 
d^fmis de la maniere snivante : 

Soient 

y*( u ) -r -4- A 4- B -H . . . -h Iv ?£ H- L = O 

line Equation irrt^dnctible a coefficients entiers, et 

cp/( ) = m -i 4- Pi -I- . . . -r- /’/ U -H Si 

line fonction cnticijrc de Uy ^ coefficients entiers : i’expression 

Normc [Xcpi(i^,) n- Ycp2(z4) . .4--Vcp,i(z<^)] 

sera dvidemment unc fonction hoinogene et a coefficients entiers 
des n variables, X, Y, . V. Je nomine encore A le determinant 
du systeme 


nil 

Pi • 

. r'i 

Si 

m 2 

Pi . 

Ta 

Si 

mn 

Pn 

■ • rn 

Sn 


Cela etant, j’assimilerai a I’cnsemblc des formes quadra tiques 
de mdme determinant toutes les expressions 

^ Norme [Xcp,(w) •+• Yepafw) . .-h Vcp^(M)], 

dont les coefficients se rdduiront k des nombres entiers. Ainsi il 
faut concevoir que la fonction f{u) ne changeant point, on at- 
tribiie 4 A la sdrie inddfmie des valetirs entidres, puis qu’onprenne, 
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pour chaque valeur de A, tons les systemes de nombres enliers /n, 
5 , qai donnent a la normele facteur A. Distribiier en classes 
distincLes toivtes les expressions obteniies de la sorte, sera la 
question fondamentale d’une theorie analogue a celle des formes 
quadratiques binaires a facteurs r^els, et qui indique sous qnel 
point de vue j ’envisage I’^tiide des nombres complexes. 

La definition prec^dente pent etre simplifiee en observant qiie 
toute forme <I> a une equivalente, dans laquelle le systeme 


/?2l 

Pi • 

. 

Si 

/?l2 

Pt • 


Si 

rriji 

Pn .. 

‘ rn 

S/1 


dont le determinant a pour valeur A, est remplacc^ par le suivant : 


Z g h I 

0 h' ... V 
o o 02 ... I" 

o o 0 ... 0,i„i 


Les nombres entiers, ddsign^s par les lettres g, I, sont 

positifs et v^rifient toutes les conditions 

g <C Oij h 02j ... I O/i — 1, 

/i'<02, ... 

et I’on a to uj ours 

0 0i O 2 . . . 0,1_1 = A. 

Ainsi, pour chaque valeur de A, on voit qu’il n’existe jamais qu’un 
nombre fini d’ expressions <!>, distinctes. Mais je m’occupei'ai tout 
d’abord des formes binaires qui offrent, dans des circonstances 
analytiques plus simples, I’application des m^mes principes. 

III. 

La theorie connue de la reduction des formes quadratiques de 
determinant n^gatif, 6tant le point de depart des recherches que 
je vais exposer, je le r^sumerai en peu de mots. 
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i” Toute forme 

f = ax^ H- 2 bxy 4 - 
cle determmaiit iiegatif 

b- — rtc == — D, 

a line ^quivalente 

F = AX^h-2BXY4-GY^ 

ou le coefficient moyen aB esl, en valeur absoliiCj inferieur a A 
et C. Considerons en effet, Fensemblc des Iransformees dedulLes 
de / par la substitution 

X = /mX -+- ln^^ Y, 
y = /iX 4- no Y, 

n, /no, iiq ctariL des en tiers tels qiie 

ni/io — 111(^11 == i ; 

puis rdunissons dans un m6mc groiipe toiiLes cellos ou le coeffi- 
cient de est le plus petit possible, et clioisissons dans ce groupe 
la forme ou le coefficient de Y- est lui~meme un minimum : cette 
transform<^e remplira les conditions dnoncdes. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu’on ne pent supposer 
±: ali > A, juiisquc A est dvidcmment le minimum absolu de /, 
pour des valeurs eutiercs des indetermindcs, et ne pent surpasser C ; 
or on en conclurait 

A up 2 B 4 - G <C C , 

et la subs tiui Lion 

X=:-.r 4 -Y', Y = -^Y' 

changer ait F cn 

A(~~ x'4- Y')2 qz 2 BY'( ~ X'4~ Y') 4- GY '2 

AX '2 4 - 2 ( zt B - A )X' Y' 4 - ( A qz 2 B 4 - G ) Y' 2 , 

iransformce equivalentc, ouun coefficient moindre pour Y- est as- 
socid avec Ic mdmc coefficient de X-. 

Les formes obtenues par la mdlhode qiii vient d’etre indiqude 
se nomment formes riduites, et il est dvident que, pour une 
classe donnde, on a au plus deux rdduiles, qui ne different que 
par le signe du coefficient moyen. 

2 ^^ Les conditions 

± 2 B<A, ±: 2 B<G 


donnent 


4B2< AC, 
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d^oii I'on lire, a cause de D = AC - les limitations suivantes : 
B-<|D, AG<-|D. 

On en deduil immediatement qiie les formes a coefficients entiers 
dc meme determinant peiivent etre distriliiiees en un nomine li“ 
mite de classes, piiisqu’elles ne donnent qn’un nombre llmite dc 
reduites distinctes. 

3° Les conditions 

it: 2B < A, db aB < G 

sont completement caracteristiques des formes rddiiites. Ln effetj 
supposons, pour fixer les iddes, B positif et pi'enons 

^(^1 y) = — 'iBxj -h Cj'-, 

les equations identiqiies 

Fix^i,y) = F{x,r) - — — i), 

. F(x,y — i) = F{x, y) — G (7 — a?) — a7(C — 2B ) — G (j — 1 ) 

montrent qu’on diminue la valeur num^rique de la forme en dimi- 
nuant d'une unite celle des deux indeterminees dont la valeur ab- 
solue est la plus grande. On conclut de la que A et C sont les deux 
premiers minima de F, pour des valeiirs entieres des indetermi- 
nees; le troisieme minimum est A — 2 B-I-C. Cette demonstra- 
tion de la proposition enoncee est due a Legendre; je me siiis 
servi de la propriete importante des formes reduites sur laquellc 
elle se fonde, dans ma recherche dii minimum d’une forme ter- 
naire definie, pour des valeurs entieres des indcLermindes, dont 
Tune est supposee egale a Punite. 

IV. 

Comme premiere application des resultats precedents, conside- 
rons la forme sulvante : 

f={a;-ayy + ^, 

dans laquellc a et A sont des quantitds rdelles quelconques ; soienl 


F = AX 2 + 2 BXYH-CY 2 



sa rediiite el 


X — 7?zX H- 7>lo Y, 
J 72. X 4- UqX 


la siibstiluLion propi'e a I’obtenii'. l^a condition AC <C|D donne, 
pour le coefficient minimum A, la limite v/| D ; on a d’ailleurs 

I Th^ 

D = ™ 5 A = {m — an )- H- — ; 

A- •' A- 


donc : Pour une vaLeiir donn.ee de A, on pent toujours deter- 
miner deux entiers m et /z, tels qiH on ait 


( m — anf- -+- 


77- 

aY 



Or de la se tirent jdusienrs consequences : 

Lc produit des deux facteiirs (/?i — a/z)- el ™ dlant toujours 
inferieur ik son maximum, savoir : 

on aura a. fortiori 

(m — any 


on 

On a d’ai Hours a la fols 


m — an 


< 


n \/‘S 


(/?? < 




71^ 

A2 



< A 



done, on ])eut approclior inddfiniment d’linc quanlild quelconque a 
|)ar des fractions de telle sorlc que I’erreur ^ — a soil toujours 

moindre que — 

^ [/‘6 

2^ Les deux entiers m ct n donnant, pour une cerlaine valeur 
de A, le minimum de /, on nc saurait avoir deux an Ires nombres 
entiers /i', tels que n' soil <; n el (m' — an'Y<f^{m — an)-] 
done, m — an represente un minimum absolu de la fonction li- 
ndairc x — oy/, relativemenl k toiite valeur entidre de et ^ des 
valeurs entidres de y qui ne surpassent pas n. Done encore ^ ap- 



170 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 

proche plus de a que toute autre fraction de denominateur moiadre, 
car rhjpothese ii^ <C entramant {ml — a/i')- > {m — on ea 
d^duit immediatement 


in' 

n' 


— a 


> 


m 

a 

ji 


3° Laissant de cote la recherche complete de tons les minima 
de la fonction - — a, ces minima ^tant relatifs a des valeurs en~ 

y 

tieres de ^ et a des valeurs entieres de y, inferieures a une limile 
donnee qu’on fait grandir indefiniment : je considere deux mi- 
nima cons6cutifs de /, auxquels correspondent deux sjst^mes dis- 
tincts X r=. y = n. puis x = in' ^ y = . 

On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de A, aux- 
qiielles appartiennent successivement les deux systemes, de sorte 
qu’en designant par 8 une quantity infiniment petite, on ait 


( in — an)- •+• 
{m ! — 


Ji 

n'2 


< 


( A -H 0 )- 


< 


l\/l. _ 

A -h 0 \/^ 3 


en meUant la seconde inegalit6 sous la forme 

£ etant encore infiniment petit, et multipliant membre a membre, 
il viendra 




m — an) {in ' — an') -h 


nn'~\- ( mn' — nm! 




On en conclut, en n^gligeante vis-a-vis des quantit^s finies. 


et, par suite, 


{mn' — nm'y- < d, 
mn ' — nm' = ± r . 


Cette relation prouve, entre autres choses, qu’^tant donn^es trois 

fractions cons^cutives, on aura cette loi de formation : 

^ n n n 


m" = km! zt 


n" — kn! ±: n, 
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k etant entier. On pent toujoiirs, en effet, supposer deux incon- 
nnes, ddfmies par les deux equations 

7?z" r= hm' Ini^ n” = kii' In, 

lesqiielles donnent 

, in’' /i — n'' m' 

I ~ ^ ^ — = =t r j 

mn — ni a 

le nuinerateur ayanl, aiissi bicn qiie le denominateur, T unite pour 
valeur absolnc. 


V. 

Ce qu’on vient de voir, sur Fapproximation des quantiles par 
des fractions ralionnelles, 6lait connu par la th(^orie des fractions 
continues; en faisant ddpendre ces rdsullats dc la seule notion de 
formes r^duites de determinant negatif, j’ai en pour butde clonner 
im premier exemple de I’emploi d’line variable continue dans une 
question relative aux nombres enliei's, et aussi de faire voir com- 
ment cette longue chame de V(^rit6s, propres k rAritbm^tique 
transcendante, se lie dans I’origine aux ^l^ments de PAlgebre. La 
recherche complete des conditions d’equivalence de deux formes 
de d($terminant n^gatif se pr^senterait, maintenant, comme conse- 
quence des r^sultats qui viennent d’etre obteniiS; mais je ne sau- 
rais pour cela que I'cproduire I’Oavrage memo dc M. Gauss. Lais- 
sant done de c6l6 les propositions importantes qui sc rapporlcnt a 
r(^quivalence propre et impropre, aux formes ambigucs, j’arrive 
a la thc'iorie des fonctions homog^nes, telles que 

/(^j y) = -4- -H. . .-t- -h 

I® D(5signons par x-i-ocy les facteurs lin^aires r(5els, et par 
x-i-yy les facteurs imaginaires conjugu^s de la forme 
proposde, de telle sorte qu’on ait 

(x-i-oc^y) (^H- |3ij)(^-h YiJK). . . (o? h- PvJK) TvJK) 
et 

jjL -I- 2 V = 71 ; 

composons ensiiite, avec ces facteurs et avec des quantit^s rtelles, 
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^0, . . ., ?/i, ^/25 • • forme quadraliquc doliiuo 

^(a?, /) = H- ai/ j- “1- O 2 ? -h a-i -h. . .-h /fj, (:r h- 

-f- 9.7q(.r -H Yi.r) -I". . .-f“ '2u:i(,T H- (.r H- yvj). 

Cela elaiil, on concevra qu’ou calculc la suite iiideriiiio cles sub- 
stitulions propi'es a rc^duii'O cp, lors(|ae Ics variahhis ^ cl, u passenl 
parlous les clats possibles de grandeur. Chacune dc ces subsli- 
lulionsj failedans /, donnera uiie cerlainc Iransforinee ; nous de- 
signerons Icur enscmldc par h syinhole (/). Or nno premiere 
observalion consistcra cn ceci : 

/ ei F eiiant equivalentes, (/) et (F) saront composis des 
memes formes. 

Pour le d< 5 montrcr, soil 

a:- = /nX 4 - /^o V, y = n \ -} • //o 

la subslitulion qui change / (U) 

F AoX/^ Ai Y . . . -h A,/... 1 I 4 - A, ./ ; 

])OSOUS 

^ _ mo -h cc/o, mo ~j~ [^/Oi ^ ^ //Oi 4-7 //„ _ 

/if i a// ’ ifi 4 - p/« ' ' /ii ’ 

on aura 

A D I X 4‘* a I Y ) • * • ( X 4 - a |j, ^ ) ( ^ 4” 1)0 )(X“i"-'<*0 )••• 

(X 4- i)v Y ) ( X 4- (\ Y ), 

el la forme quadra li(pie <I> oouq)ose(^ av(‘(‘. h\ (a)ninH^ avee Z, sera 

c|) ™ r “ ^ \ \ ^2 ^ ^ ^ ^ j2 

4- 2 U ? ( X -h bi Y ) ( X -4 (4 Y ) 4~ . . . 4- V. U ‘i ( X 4- bv Y ) ( X -h Cy Y). 

Gela pose, si Pune des formes dc (/) a ele <)hlenu(‘ en fciisanldans/ 
la subs li III lion propre a rdduin* z), lors([u’on y su[)pose, cn general, 

je dis quo la mdme fot*me se Irouvera dans (F) el aura did oblemie 
en reduisanl <!> dans Phypolhcse 

T 2 = z^(/?z 4 - an)^, U® = u®(/?i 4 - p n) 4™ yn). 

Soient, pour abreger, P la subslilulion qui iransforme / en F 
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et Q la subslltiilion propre a rediiire o ; on verifiera d’abord im- 
inediatcment cpie, par la substitution P, » devient : done, reci- 
procpiemcnt, par la substitution inverse P~P <1> devient cs, de telle 
sortc enfin que o et <I) se changent en une seule et ineme forine re- 
duite par les substitutions Q et P“' Q. 

Maintenant ces deux substitutions, faltes respeclivement dans/ 
ctF, donncnl une ineme forme, la substitution inverse P"' rame- 
nant tout d’abord F a /. 

11 est ainsi prouve que toutes les formes de (/) sontdans (F); 
la reciproque est evidente, car on pent raisonner de F a / abso- 
lument conune on I’a fail de / a F; (/) et (F) sont done iden- 
tiques. 

2 " C’est parmi les formes dont I’ensemble a d^signe par (/) 
que nous choisirons une r^duite pour repr^senter la classe entiere 
a laquelle appartient /; dans ce but, nous allons etablir quelques 
r^sultats prdliminaires . 

Soil, pour un syst^me d(^termin6 de valeurs de t et u, 

— mX /?2oY, JK = nX-h^^oY 

la siibsLiLuLion propre a rdduire cp; en. conservant les notations 
preeddenLes la Lransform6e r^duite ^ sera 

= T ? ( X 4- a 1 Y )2 -h . . .-4- T^( X 4 - Y )2 

4~ -H bi Y) (Xh- Cl Y) H-. . .4- 2 UUX- 4 - bvY) (X4- CvY), 

les quantiles T et U ayant pour valeurs 

T2 = i^{fn -h ceny, ^ Ji) (m 'f n). 

La transform (5c ddduite de /, par la m^me substitution, sera ^ga- 
lement repr6scnt^e par 

F = Ao 4 - Ai Y -h . . . 4- A„^i XY'^-i 4 - A;, 

Ao(X-+-ai Y). . .(X4-ap.Y)(X4-b, Y)(X4 -CiY). . .(X4-bvY)(X + CvY). 
Soil encore, pour abr^ger, 

PXM-aQXY-h RY2, 

<le sorle que 

Tf4-...-H T(X 4- 2\Jl 4-. ..4- 2 U 5 =P; 

a?T? 4 -.. .4- aaT24“ 2 b,ciU? 4 -. . . 4- 2bvCvU5 == E. 
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On poiirra faire, en g^ndral, 

T = CO /P, U = s/p , 

aT = cps/R, s/(>^ = 

les quantiles to, w d’une part, ^p, 'i cle Taulre, donnent les (Equa- 
tions correspondantes 

tOj -f*. ..-Hco^-!- 2W~ H-,.. — i— ‘2 TUy = I , 

cp2 4- = 1 . 

Enfin, nous remplacerons F Equation unique 
\/(bc)U = v/ft> 

par les deux siiivantes 

b U = ^ c U = s/R 

1 etant I’argument de Fiinaginaire b. Gela pos(E, nous transforme- 
rons comme il suit I’expression en facteurs lineaires de F. Multi- 
plions les facteurs reels X -|- a Y par T, et cliacun des facteurs 
imaginaires conjugues X-4-bY, X -f- cY par U ; on aura d’abord 

TiT 2 ...Tj,U?U^..U|F =Ao,..(TX4-aTY)(UX-+-bUY)(UX4-cUY)...; 

puis, en introduisant les quantiles to, uy, cp, cj;, et reprdsentant, pour 
abr^ger, T^To...T 5 ,U;U^,..U,- par (TU), 

Or telle est Fexpression de F a laquelle nous voulions arriver ; par 
une simple raison d’homog^neite on en ddduit cette consequence 
importante, savoir : 

Le produit de deux coefficients de F, egalement Moignes 
des extremes, d exprime de la maniere sui^ante : 


AiA.fl — i 


A§(PR)'2'^ 

(TU)‘^ 


(0: 


la quantile designee par (f) dependant seidement de to, tu, cp, 
A et 
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On a, par exemple, 


AqA,.^ — 


A2(PR)2'^ 


3^^ Cette c[iianLit<^ (r), qui est evidemment reelle, a une valeur 
num6riqiie essentiellement limitee, et dont le maximum s’obilent, 
quel que soil en annulant les arguments X, et, en faisant 


to = Try = C 5 

on oblicnt ainsi la limitc 


sjr. 


(O' 


r 

/I" 


i-h l\2 


Je pense [louvoir supprimer la demonstration, qu’on trouvera 
sans peine. 

II n’a point etd iiitroduit jusqu’ici que la forme quadraliqiie ^ 
fut r<^duitc. Or celte condition donne, en repr^sentant par D le 
<l(5lcrinirianL PH — Q-, 

PR<|D, 


cl’od I’on d^dnit la 11 mi La lion 




On cst ainsi conduit a dtudicr avec attention Pexpression 




(TU}2 ’ 


it, cn premier lieu, a clierclier comment elle depend des variables 
f , u resides cnliercmcnl arbitraires. J’observe a cet effet qu’on a 

z=f{m, n) = ao(m -H ai n).. .{m-h a^n){m + Pjti) (m -t- Y,n)... 

( m H- Pv 4- 7v ^ ) • 

3n a pos(^ d’ailleurs 

f^n) (m -h yn), 


St Ton en dddnit immddiatement que 

Ag _ al 

(TU)2 ~ 
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En second lieu, le determinant PR — de ^ pent etre rem- 
place par le determinant de o, ou n’enlrent que les variables tQ\u\ 
on a ainsi 


Telle est done la fonction de u et des qualites propres seule- 
ment a la forme /, et qui sert a limiter les coefficients de toutes les 
formes contenues dans (/). 

5° II iinporte de bien voir comment cette fonction 9 est liee ana- 
Ijtiquement a la classe entiere des formes equivalentes a /. A cel 
efifet, considerons ui>e transformde quelconque F, deduite de/ par 
la substitution 

a; = X -i- /?io Y, jk = -f- noY. 


La fonction 0, relative a F, s’obtiendra en rempla^ant dans 9 les 
quantiles 


respectivement par 


«0; p, Y 

^Oj C. 


Mettons encore a la place des variables t el w, de 9, d’autres 
lettres T et U; cela fait, je dis que 9 et 0 coincideront en prenant 


i^rn CL ny j U- = -+• a;z) (m h- ^n). 

Effectivement, on trouvera comme tout a Fheure 


(TU)2 '■ {tuy' 

D ’autre part, ainsi qu’on I’a ^tabli precedemment, la forme qua- 
dratique compos^e avec F, de meme que cp avec /, savoir : 

4> = Tf (X + a,Yr--^. . .-H T^(X -4-a^Y)’--4- 2Uf (X 4- bi Y)(X-h Ci Y)-h... 

ou bien, dans Thypothese admise, 


^ 4- a2Y)^4-...4- 4- a Y)- 4- . • • 

se dMiiira de 'p par la substitution 

;a? = w X 4 - mo Y, 7 = ^iX4-^oY; 
done les determinants de ces deux formes seront les memes ; done 
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le rapport ^Labll entre les variables de 0 el celles de 0 rend ces 
deux fonc lions identiques. 

De la se lirent deux consequences importantes. 

Premierement : Les fonctions Q et 0, relatives a deux formes 
equivalentes f et F, prennent les memes valeurs lorsque les va- 
riables passent par tous les (^tats de grandeur^ et ont meme mini- 
mum. Ge minimum sera pour nous la definition du determinant de 
la forme binaire de deg'r^‘ quelconque. 

Secondement : Les formes quadratiques <p et <[>, d^duites de 
deux formes diffi^rentes f et F, avec les valours de t et u d’une 
part, T et U de Tautre, qui donnent le minimum des fonctions 6 
et 0, deviendront Equivalentes en meme temps que / et F. Ainsi, 
<X> sc dEduira de cp, par la meme subslitution que F de /. Pour rap- 
peler cette proprietE, nous appcllerous, dorenavant, la forme qua- 
dratique <p la correspondante de /. 

VL 

Les considErations prEcEdentes nous conduisent k nommer 
formes binaires de meme determinant renscmble des fonctions 
liomogenes de memo degrE, pour Icsquellcs Ic minimum absolu de 
la fonc lion 0 aura u ric memo valeiir. Nous donnerons aussi Ic nom 
de reduites d’unc forme / a la forme unique, ou aux formes de 
rensemlile (/), (pii corriispondent a cc minimum do 0. Cola ctant, 
on Elablira facilcnKmt ces propositions : 

I® Les formes equivalentes ont les memes rddaites. 

Supposons quo Ic minimum de la fonction 0, relative a /, s’ob- 
tienne pour les valeurs 

= T, w = u ; 

le meme minimum do la fonction 0, relative u une transformEe 
Equivalente F, dEduile de/, enfaisant 

WlX H- W-o'y, /=/iXh-/IoY, 
correspondra aux valeurs 

T2 r= -1- U = u2( w H- p n ) (m -h y^)- 

Or il a EtE dEmontrE plus haul que les formes de (/) et (F) cor- 
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respondantes a des valeiirs de T, U, liees de cette manierey 

etaient precisement les memes. 

Cette proposition fait dependre Tequivalence de deux formes, 
de Tegalite absolue entre les reduites, ou les groupes de reduites 
qui leur correspondent. 

2 ^^ Les formes a coefficients entiers, de meme determinant d ^ 
se distribuent en an nombre fini de classes, 

Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu’un nombre limitd de 
reduites, car ces reduites etant representees par 

F = Aq H- Ai X'^“^ Y -h A/i— 1 X -h An 


on a, pour toutes les valeurs du nombre entier /, de zdro a n, la 
limitation 


AiAfi—i <C 


/ 4 \ ^ T / n.n — 1 . . ,n — i-h i 
\ 3 / 71'^ V J . 2 . , .i 


0 . 


VII. 


Pour premiere application des principes qui viennent d’etre 
exposes, nous considerons les formes quadratiqiies a facteurs reels. 
Alors la fonction 0, comme on le voit imm^diatement, est inde- 
pendante des variables t ^ , to et se rdduit a 1’ expression connue du 
determinant. On a alors Pexemple unique dans les formes a deux 
indeterminees, mais qui se reproduira dans la suite de ces re- 
cberches, et un pen plus etendu, d’un nombre infini de r(^duites 
pour une forme donnee. Effectivement, les variables Cj h restant 
arbitraires, les reduites d’une forme / donnent I’ensemble designd 
par le symbole (/), et il s’agit inaintenant de les obtenir par la re- 
duction continiielle de la forme ddfinie a, lorsque les variables 
passent par tons les etats de grandeur. Pour employer les notations 
babituelles, nous poserons 


/ = - 1 - 4- 4 - (xy) (a? 4 - (x'y) ] 


on aura 




6 = 


tiq 


a^{(x — a')2 = 4(^2 — ac)j 


et, en introdulsant dans cp le rapport (^j 7 qui y figure seul au 

fond, ‘ 

^ = (a? 4- -4 X (a? 4- cc'y )2 ; 
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cle sorte que Fensemble (/) des r^duites s’obtiendra en faisant 
dans / toiiles les substitutions propres a reduire cp, lorsque \ varie 
d’une maniere continue de zero a I’infini. 

En restant dans le cas general, ou les coefficients de f sont des 
quantiles qiielconques, nous nous fonderons d’abord sur F obser- 
vation suivante : 

1 ° Concevons qu’on attribue aux indeterminees de cp tons les 
sjstemes possibles de valeurs entieres; soient considcb^^s toiitefois 
comme distincts deux systemes, tels que y el — — y, et qu’on 
range par ordre croissant de grandeur les valeurs obtenues. 

On aura ainsi une suite qui ddpendra de la valeur de X, et que 
nous designerons par le symbole (X); en ayant soin, si pliisieurs 
systemes des indeterminees reprodulsaient une meme valeur de cp, 
de les rdunir pour les comprendre dans un ineine groupe. 

Cela (^tant, faisons croitre "k d’une maniere continue de z^ro a 
Finfini positif, et cherchons comment s’introduisent des change- 
ments dans F ordre des termes de Fensemble (1). J’observe a cet 
effet que tons ces termes sont des fonctions continues de X, de 
telle sorte qu’en passant d’une valeur determinde a une autre 
infiniment voisine, ko-{-dk, on n’altdrera jamais Fordre de deux 
termes cons^cutifs, tantque Iciir difference sera une quantite finie. 
Mais SLipposons que les groupes forinds de la reunion de deux ou 
plusieurs termes oflrent, pour la valeur particuliere Xo, des valeurs 
num<5riques (^gales; on voit claircment que deux termes reimis 
pour X = Xo auront d’abord 6l6 sc^pares, puis auront interverti Icurs 
rangs, en passant d’une valeur un pen inf(5rieure a une valeur un 
pen sup^.rieui’e k k^. Car, en repr^sentant X par une abscisse, ces 
deux termes seraientles ordonn^es de deux droites qui, apr^s leur 
intersection, changent de position relative par rapport a Faxe des 

C’est done toujours en devenant ^gaux que deux termes cons^- 
cutifs 6cliangent leurs places pour entrer dans une suite nouvelk. 
Avec cette observation bien simple, Fop^ration arithm^tique de la 
reduction continuelle de <p, pour toutes les valeurs positives de X, 
de z^ro k Finfini, devient facile k saisir, comme on va le voir. 

2 ^ Prenons pour point de depart une transform^e d^duite dey, 
dont les coefficients extremes soient in^gaux. Ces coefficients 
repr^senteront, comme on Fa ^tabli, les deux premiers minima 
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de cd; done, lorsqiie X, croissant d’une maniere continue, atteint 
la limite an dela de laqiielle line nonvelle reduite vient s’ofTrir, 
Pune ou I’autre de ces deux circonstances aura ni^cessairement 
lieu. Ou blen le troisieme minimum deviendra egal au second, 
puis le remplacera, ou bien les deux premiers minima deviendronL 
eux~memes ^gaux et intervertiront leur ordre. Le premier cas 
pourra d’abord se presenter plusieurs fois de suite, mais le second 
fmira ndeessairement par arriver ; car, a moins d’etre independant 
de X, un ineine terme ne pourrait Loujours etre le premier mini- 
mum. II est evident d’ailleurs qu’il n’aura lieu qu’une seule fois; 
ce qui conduit a le considerer d’line maniere particuli(^re. Nous 
nommerons done reduites principales les formes de (/), aux- 
quelles correspondent des reduites de cp dont Ics coerficients ex- 
tremes sent egaux; toutes les autres recevrontlc nom iV interme- 
diaires. Cela pos(^, lorsqiie, X croissant d’une manicu’e continue, 
line transformee r<^duite de cp cesse do I’^tre, par suite de I’ecliange 
du troisieme minimum avee Ic second, la substitution propre a 
obtenir la rddiiile suivante sera n^ccssairement 

ou son inverse 

Im effet, le coefficient de X- reste egal au premier minimum, cl 
celiii de Y- est bien le troisieme, cn em))lojant la premit'ire ou la 
seconde substitution, selon que le coeflicient moyen sera n6gatif 
ou positif. De la m^me maniere on obtiendra done ainsi toute 
reduite interin(^diaire de '(/) au moyen de la reduite prcScedcnte, 
En second lieu, si une reduite de cp cesse de I’etre, par suite de 
r^change des deux premiers minima, on aura la sulistitution 

Mais alors on sera parvenu a I’une des I'ekluites principales de (/), 
que cette substitution changera en son associtki opposce. Et en 
continuant les operations, on verra de nouveau s’ollrir une suite de 
reduites interm Miaires, puis une ri^duite principale suivie de son 
associ^e opposce, et ainsi jusqu’a I’infini. Nommons, pour abre- 
ger, P et Q les substitutions 

^ = X H- Y, y = Y. ct a: = Y, = — X; 
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en partant d’lme I'eduUe principale, de rang quelconqiie, la substi- 
Lutiori pour obtenir la suivante sera Q, suivie de P on son inverse 
P""b prise autant de fois de suite qii’il se presentera de formes in- 
termediaires, c’esL-a-dire QP^ le nombrc entier i etantpositif on 
n^'galir. El, en general, on peuL resiimer les operations relatives a 
la reduction de la foinne cp, pour toutcs les valeurs de 1, croissant 
d’une maniere continue de zero a rinfini positif dans la formule 

. . .QP^‘QPyQP^‘ 

3^ Les formes de (/’), que nousavons nommees principaleSj onl 
des caracteres distinctifs de toiites les autres, et qii’il importe 
d’^tablir. 

A cet eflet, soit 

F AX2 4- 9, BXY -h GY2 =r= A (X -h a Y ) (X -h a' Y ) 

line transformee quelconqiie de /, oblenue par la substitution 

97 = ;?iX -h /?ioY, y — 7iX-\- no Y, 

on prouvei'a d’abord imm6diatement que F appartiendra a (/), si 
la foinne defmie 

<I> (X -f- aY)2 -h X(X H- a' Y)2 

est reduite, cn attribuant a A une valeur positive convenable, ct 
cette condition est a la fois m^cessaire et suffisante. M'ais, si I’on 
vent de plus que .F soit une forme principale, il faut qu’on puisse 
faire 

I -f- X = a2 -t- X a'2 ; 


ainsi, Pune des quantites a et a^ doit etre plus grande et raiitrc plus 
petite que P unite. D’ailleurs, d’apres la valeur de X., devient 




a2 . 


X2-HY2+2 — XY 


done, pour que ce soit une forme reduite, on doit poser 



R^ciproquement, cette condition necessaire est a elle seiile suffi- 
sante, car on pent P^crirc ainsi : 

4(i — a2;(i--a'2)H-3(a-t-a')-<o; 
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done, I — a- et I — gont de signes contraires, et il est possible 
de prendre pour <1> la valeur particuliere 

( i_ a'2 ) (X +■ a Y)2 — ( 1 - a2) (X a' Y)2 = (a^ - a'^) (^X^ +■ Y^ H- 2 XY j , 

qui est bien line forme definie reduite, dont les coefficients ex- 
tremes sent egaux. 

Ainsi, pour qu’iine transformee F “ (A, B, C) soil une reduite 
principale, il faut et il suffit qiie la valeur absolue du coefficient 
moyen ne soil pas inferieure a la valeur absolue de la somme des 
coefficients extremes. 

4^^ On a suppose implicitement, dans tout ce qui prt^cede, qu’a 
une forme ddfinie donnee corresponde toujours une reduite unique. 
Il en est effectivement ainsi en general; cependant nous devons 
tenir compte des cas d’ exception, qui se presentent pr^cis^ment 
dans les conditions prec^dentes, savoir, lorsque le second et le 
troisieme, on bien les deux pi'emiers minima, sont ^gaux entre 
eux. On a alors deux reduites qui different seulement par le signe 
dn coefficient moyen et, dans (/), deux formes difffirentes qui 
leur correspondent. Mais, de ces deux formes, Tune d’elles rdpond 
a la reduite unique pour une valeur de X un pen inferieime, Fautre 
a la reduite unique pour une valeur de)^ un pen superieure a celle 
qui rend 6gauxles deux minima. Enfin, dans le cas plus particiilier 
ou les trois premiers minima seraient tons egaux, on aurait une 
forme definie proportionnelle a X‘±xy~\-y-j et susceptible de 
se transformer elle-meme par une substitution de la forme Q. 
Quatre formes de (/), correspondantes a cette reduite, seront alors 
deux principales et leurs opposees, 

VIII. 

Nous avons toujours suppose jusqu’ici que les coefficients de la 
forme quadratique / ^taient des quantiles quelconques. Voyons 
maintenant les circonstances remarquables qui se presentent lors- 
qu’on les suppose en tiers. Alors Fensemble (/) des reduites ne 
comprend plus qu’un nombre fini de formes distinctes, puisque 
leurs coefficients sont limit6s. Done, lorsque la reduction conti- 
nuelle de o, pour des valeurs croissantes de X, aura conduit a une 
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forme deja obtenue, la nature meme des operations montre claire- 
ment qu’elles se reproduiront des lors periodiquement en faisant 
croitre A jiisqu’a I’infini, on en le faisant decroitre jiisqu’a zero. 
Ainsi (/) sera compose d’un groupe de formes en nombre fini se 
reproduisant une infinite de fois. Nous pouvons done raisonner 
comine le fait M. Gauss, § 187, pour obtenir toutes les classes dis- 
tinctes de formes de determinant D. Calculons pour cela I’en- 
semble Q des reduites principales, en cmployant tons les nombres 
A, B, C satisfaisant aux conditions 

B2 — AG = D, B2>(A-4-C)2, 

et prenons Tune d’elles, F. II rcsulte immdcliatement de nos prin- 
cipes qn’a la p^riodc des reduites principales de (F) nppartien- 
dront toutes les formes equivalentes de (1. Cette pdriode obtenue, 
on pmndra une autre forme G de Q qui n’y soit pas comprise, et 
Foil calculera de meme la p(^*rIode des rdduites principales de (G). 
De la on ddduira unc noiivelle classe distincte do la pr(!;c(^dente, et 
Fon poursuiYra les memes opei’ations jusqu’a ce qu’on ait epuisd 
toutes les formes de Q. Alors on aura obtenu toutes les classes 
differcntcs de determinant D, rcpr('‘sent6es cliacunc, non par une 
forme unique, mais par une periode rfipf^lee ind^finiment d’un 
petit nombre de rdduites principales. Cos pdriodes ne coincident 
pas absoliiment avec cellos de M. Gauss, coininc on le voit par la 
definition des reduites donnees § 183. llemarqiions nc^ianmoins 
qii’elles presen tent, comme celles de Fillustre analystc, une s6rie 
de formes dont chacune est conliguc a la prdcddente par la pre- 
miere partie. En clTet, la substitution QPb par laquelle on passe 
de Fune a Faiitre, est jrrecisejnent le type des substitutions c|lu 
donnent une transformee contigue. On pourrait mfune sans doute 
calculer le nombre f, par la condition que la forme contigue soit 
une reduite principale ; mais jc laisserai cette recherche an lecteur. 

. IX. 

Nous avons encore k presenter quelques considerations sur le 
probleme important dont I’objet est de trouver toutes les transfor- 
mations possibles de deux formes Equivalentes Fane dans Fautre. 
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La belle solution donnee par M. Gauss, § 162, depend d’une me- 
tliode profonde et cacliee, qiii, si je ne me trompe, reparait encore 
dans d’autres circonstances, par example dans les recherches rela- 
tives a la multiplication des classes. J’aurais plutot a essay er d’en 
penetrer les principes qu’a y aj outer quelque chose; aussi je me 
bornerai a deduire des considerations precedentes ce cas parti- 
culier : 

Le calcul de Vensemble designe pctf^ {/) donne toutes les 
transformations possibles des reduites principales et iiiterme- 
diaires en elles-memes. 

Soit F = A(^ -H aj^) 4- a'/) Tune d’elles : nous savons que 
toutes les autres reduites s’obtiendront par la reduction conti- 
nuelle de la forme definie 


<J> = (^ H- ay)2 -I- X(a7 -T- 

et cette forme definie, comma correspondante a F, est elle-meine 
reduite, par exemple pour \ Soit done 


sc — /TtrX. — i— 7?ZqYj y • — . 72 X -f- 72o Y 


la substitution qui change F en elle-meme; par cette substitution, 
la forme 


( 7n -h a 71 ) 




deviendra precisement quand on y fait X = Aq ,* ainsi done, en 
reduisant la forme definie dans Thypothese 


X = 


/ 77H- a 72 \ 2 
\ 772 H- a' 72/ ’ 


on obtiendra bien une transformde semblable quelconque de F. 

Maintenant, nommons P la substitution qui reproduitF, pour la 
premiere fois lorsqiie X croit depuis la valeur Xq, d’une maniei*e 
continue jusqu’a une certaine limite X^ ; a partir de cette limite, 
les operations se reproduiront periodiquement jusqu’a I’infini ; 
e’est done la substitution P, prise un n ombre quelconque de fois, 
qui donnera toutes les transformations semblables. Et, si Ton con- 
sidere les valeurs decroissantes de X, de X^ a Xo, on aura dans un 
ordre inverse la m^me serie d’op^rations, qu’on pourra prolonger 
a 1 infini, dans I’autre sens, et qui donnera pour transformations 
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semblables la substitution inverse prise de m^me iin nombre 
qiielconque de fois. Les memes choses auraient lieu relativement 
a la transformation de tonte reduite F en — F, lorsqiie cette trans- 
formation est possible. 

X. 

L’equalion — Djk- = i a une infinite de solutions. 

En prenant, en effet, f = x- — Dj-, on a Pune des r<^duites in- 
termediaires comprises dans (/), car la forme definie correspon- 
dante 

/D -H X —JK 

est r(^duiLe pour = i. Dc la r^sulte PexisLence d’une infinite de 
transformations semblables, telles qne 

X = mX 4- ;noY, y = nX h- 7^oY, 

et toutes donnent n^cessairement 

— D 722 = r . 

Pour obtenir la loi de toutes ccs solutions, nous emploierons la 
m^thodc suivante. Soit 11(5) une fonction 6gale, pour toutes Ics 
valeurs ri^elles de 5, au minimum de la forme 

Q^Z (^ y/L))^ -h (^ — y \/^ )“? 

lorsqu’on y suppose x et y entiers. Je dis que Loutc solution ^ = a, 
y z=: bj de I’dquation propos^e, donnera un indice de periodicile 
de la fonction H. On pourra determiner, en ellet, une quantite 
reellc to, telle que 

ew = a “4 6 /D, 6”"^ a — b \/D, 

et Ton trouvcra 



Or on pent faire 

x~-hy\/D=: {a-bx/D){X-hY s/d), 
a? - jK y/D = (a H- 6 v/d) (X - Y s/d), 
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car cela revient a la substitution au determinant i : 

done rr(^ 4- 0 )) ne difFere pas de n(.s). . 

Or la fonction n’(s) est, par sa definition, du genre des fonc- 
tions parfaitement determinees dans toute I’dtendiie des valeurs 
rdelles de la variable : done, d’apres I’observation bien connue de 
M. Jacobi, tons les indices de pdriodicite, tels que o), sont des 
multiples entiers du plus petit d’entre eux. Autrement dit : toutes 
les solutions x = A, y = B de Tequation proposde se tirent de la 
solution unique x y ~ h (pour laquelle a-\~ b sjD est le plus 
petit possible) par la formule 

A-HB/D = (a-h/;v/D)S 

i etant un nombre entier posilif on n^gatif. 

Toutes ces solutions d’ailleurs s’obtiendront en. cherchant efTec- 
tivement les minima successifs de n(s), ou bien, ce qui est au 
fond la inline chose, en formant la p^riode de x- — D/-. On a, 
en effet, cette proposition plus g^n^rale : 

Toute representation de minimum absolu d^une forme a 
facteurs reels 

/r= -^ay){x-^cc'y) 

sera donnee en cherchant, pour des valeurs cono enables de i 
et t' ^ le minimum de la forme dejinie 


cp =: t^^{x -t- 

Supposons que f soit le plus petit possible pour 
oc — y ~h. 


Si le minimum de cp, dans I’hypotliese suivante 

I — , I ~ , 

a ^ OLD a b 

n’etait pas donn^ par le meme syst^me de valeurs, e’est qu’il en 
existerait un autre 


X =,A, 


y = B, 



tel qu’on ait 
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\a-^~ ccb J \a -+■ OL b J 
or on en conckirait 

/ A-i- aBy / A ^ 

done fne serait pas, contre Thypo these, im minimum absolii pour 
“ <2, y =b, 

XI. 

M. Gauss a encore d(^duit du develop pement de la pdriode de 
la forme (i, o, — D) la decomposition en deux carres du determi- 
nant, lorsqu’il est un nombre premier 4/^ + i. Cc beau resullat 
depend des speculations les plus eievees de I’Aritbmetique trans- 
cendante, car il repose en entier sur cette proposition : que les 
forry^es proprement primitives de determinant preriier 4n + i 
a^ont jamais qu^une classe amhigite, Jc vais essayer cependant, 
sans sortir des considerations eiementaires, de donner la raison de 
ces rapports singuliers, entre deux points I)icn difl'erents de la 
tbeorie des formes quadra tiques. 

Solent a elh deux nombres entiers, lels qu’on ait 

^2__ D62 r-r: — A, 

A etant essentiellement posltif. La pdriode de (i, o, — D) contien- 
dra une transformee obtenue par la reduction de la forme que nous 
avons nommee cp dans I’liypo these suivante : 

cp = i^x -+-jrv^D)^ (<2 -h ^ /D) — (n? — jr \/d)^ (a hsj\)^ = 2 v^D(^, a, Z^D). 

Or on obtient ainsi une forme k coefficients entiers de determi- 
nant — A. Soit done 

(A, B, C) 

I’une quelconque des reduites pour ce determinant, et 
= mX H- moY; y=znX-~hnoY 

la substitution propre a passer de (6, a, 6D) ^ (A, B, C). Cette 
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substitution se presentera necessairement pourdeduire de(i ,o, — D) 
Pane des r^dultes principales ou intermediaires de sa periode ; soil 
(A, B, C) cette reduite, on aura, d’une part, 

AX2 H- 2BXY -f- CY^ = (mX -f- m,Yy- - D(nX noY)\ 

et de I’autre 

AX2-+-2BXY-I-CY2 = biniX-hmoYy 

H- 2a(mX-}-7?2oY)(7lX -H/Zq Y)^-^D(7^X-|-7^o Y)2 ; 

or on tire aisement de la I’eqiiation suivante 

AC--2BBh-GA = o, 

dont nous allons montrer les consequences. 

Soit, en eflTet, A = i, 2 , 3, 4? 5, etc. An inoyen des reduites con- 
iines pour ces determinants, on trouvera successivement 

A G = Oj 2 A 7}- G = 0, 

3 A -T- G==Oj 4A“HC = o, 5 A -4- G = o 

ou 

A — B -}— G = Oj A G = o, 3 A — 2 B -4- 2 G = o, • • • > 

et ces relations donneront les representations suivantes du deter- 
minant D, 

A2H-BS 2A-2-1-B2, 3 A 2 -I-B 2 , 4 A 2 -hB% 

ou 

B 2 ^AB- 4 -A 2 , A 2 - 4 -B 2 , B 2 --AB-{-|A 2 . 

Dans la derniere, A est necessairement un nombre pair, et, en 
ecrivant 2 A a la place de A, elle devient 

B 2 — 2AB-4-6A2 ou (B— A)2-4-5A2; 

ainsi la representation de D, par la forme (i, 0 , -f- 5), s’obtiendra 
par le developpement de la periode de (i, o, D) toutes les fois cjue 
Pequalion 

sera possible. Mais, de tons ces cas, le premier estle seul ou nous 
puissions affirmer que la forme (A, B, C) est une r^duite princi- 
pale; alors, en eflfet, la relation B- > (A-f-C)^ se rMiiitaB^ > o, 
qui est satisfaite d’elle-meme. Le second a ete I’objet de recherches 
de M. Gopel, auteur a jamais illustre du M^moire Adambratio 
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lev is tlieorice function urn AbelianaruTn^ comine on le voit dans 
Ja Notice ou M. Jacobi a rendu iin digne hommage a sa memoire. 

Dans ce champ de recherches sur les fonctions aheliennes, ou- 
v^ertes en meme temps par un autre geometre dont il eut ete Fe- 
jtnule, tons ceiix qui suivront ses traces trouveront, a cote de leiirs 
xxL^ditations, le regret d’lme destinee cruelle. Quhline soit permis, 
pour avoir eu quelques pens^es en partage avec M. Gopel, de 
joindi'e Fexpression sincere de ce regret a celle de mon admira- 
tion pour son gdnie.“ 


XII. 

En passant des formes quadratiques a facteurs reels aux formes 
de degrd ])las dlev^, la recherche des classes distinctes pourun de- 
terminant donnd ddpend en premier lieu de la determination du 
minimum de la fonction que nous avo'ns d^signde par Q. On n’a 
plus alors cet ensemble de circonstances analytiques remarqiiahles 
<qxie nous venons de parcourir, mais qiie nous retrouverons dans 
la thdorie des formes a facteurs lm<^aires que nous avons d^finies 
11. Le fait le plus important a observer, en abordant la theorie 
des formes cubiques, l)iquadratlques, etc., consiste peut-6tre dans 
I’existencc pour chaqne degrd d’un certain nombre de formes 
ooinine celles que nous avons nommdes prdc^demment correspond 
Mantes. M. Eisenstein a ddcouvert le premier une correspondante 
du second degrd pour les formes cubiques, et Ton peut voir le 
x^ole qu’elle joue dans ses savantes recherches sur le nombre des 
olasscs distinctes pour un determinant donnd. Nos principes, 
oomme on va voir, conduisent dlrectement a cette meme forme. 

Posons, pour employer les notations suivies, 

/ = -h 3 bx^y -f- 3 exy’^ -l- dy^ : 

on aura pour la fonction 0 deux expressions hien distinctes, 1 une 
p>our le cas oii les facteurs lln^aires x d y ^ x cl y 

sont rdels, savoir : 

1 

I’autre pour le cas ou, ac -h ay ^tant r6el, x + oc'y et x -h cl[y sont 



190 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


imaginaires conj agues 

G = 

Ces deux expressions diflerentes peuvent neanmoins etre rappro- 
chees Tune de Fautre de la maniere suivante : 

Faisons dans la premiere 

et dans la seconde 

— a') (a ™ a"), 

elles deviendront respeclivement 

0 = o2(a_a')(a_a'0(a'— a") j^— ~(^) ] ' 



2 



Oril est visible que, au factenr ^ — i pres, la seconde valeur se de- 
duit de la premiere en y supposant t'' = D’un autre cote, le mi- 
nimum de F expression 



composee de trois parties dont le produit est Funite, s’obtiendra 
en rendant les variables egales, et la meme hypothese donnera la 
meme valeur pour le minimum de la seconde fonction. Posant 

a^(a — a')2 (a — a")2 (a' — a")2 

= 27( — 3 b - — 4 db^ -1- 6 abcd) == 27D, 

on trouvera respectivement, pour les minima des deux expressions, 
les valeurs 

\/KB et 

et, pour les formes definies auxquelles nous avons donnd le nom 
general de correspondantes , 

cp = -f- (a^— d'Y -f- ocjk)- (a — 4- a >)2 _i_ (a — a')2 ( 4- 

9 = — — ct')^(x 4- ajK)^ 4 “ 2(a — a') (a — a") (x 4- a'y) {x 4- ). 
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La difference analjtiqne de ces deux formes manifeste la difference 
de nature entre les formes cubiques a facteurs r^els et a facteurs 
imaginaires : dans le premier cas, 'f s’exprime rationnellement par 
les coefficients de /, et ]’on arrive a la forme de M . Eisenstein en 
multipliant par le facte ur a-, savoir : 

o — (ac — d^) -h [ad — be) xy [hd — c"^)y^. 

Dans le second, il n’en est plus de meme, et Poperation de la 
reduction exlgera le calcul numerique de la racine reelle — a. Mais 
les limitations des coefficients pour les transformees r^duites 

AX3 -f. 3 BX2 Yh- 3 GXY2 h- DY^ 

dependent toujours de ces formules 

3 3 

AD < (I) ' /D, BC < (^0 ”■ /D, 

en ajant soin de prendre la valeur absolue de D. 

La correspondante a coefficients rationnels pent ^tre aussi rat- 
tacliee a line origine differente de celle que nous venons de lui 
donner, en la consid(^rant comme le determinant du syst^me 

d\f d\f 
dx^ dx dy ’ 

d^f 

dx dy dy^ 

et de la se deduirait une demonstration facile de sa propriete ca- 
racteristique. Mais je veux surtout faire remarquer comment cette 
seconde expression conduit au theoreme suivant : 

Qi/en multipliant f par elle-mime, le produit est toujours 
transformable en son opposee. 

Partons a cet effet des substitutions 


X = i^ax -^hy)x' -\-{hx cy)y\ 
Y = [bx-\- cy)x’ (cx •+* dy )y', 


et representons par y, ^ les determinants des systemes 


ax by bx -i- cy 
bx H- cjK cx dy 


ax ~ 
bx’ - 


- by bx' - 
cy' cx' - 


'Cy 

■ dy 


cX- 

6X- 


bY dX-cY 
aY cX — bY 
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On trouvera d’abord, en resolvant successivement par rapport 
a x’, y et y, 

, X(ca) dy)—Y (b3?-i- cy) , — ( ba^ -h cy) X -h ( ax -+- by)Y 

? cp 

X{cx'^ dY) ~Y{hx’ -\-cy) —{hx'^ cy') X n- {ax' -yhy)Y 

X = } y = — 

T . 'P 

Les deux premieres formules donneront ensuite 

x’{cX~-bY')-^ YidX-cY) 

^ = ? , 

_ y'(cX — bY)-hx'(— bX-+-aY) 

^ ^ , 

et, en egalant entre elles les deux valeurs obtenues, par exemple 
pour X, on trouvera 

^ cp' = 

Or on verifie de suite que ^ est precisement I’oppos^e des deux 
correspondantes semblables cp et cp'; ce qui d^montre la proposi- 
tion enoncee. 

Si, de plus, le coefficient moyen etant pair, ces formes sont pro- 
pi-emenl primitives, <I>, composee de nouveau avec cp, donnera la 
forme principale de meme determinant; toutes les classes de formes 
cubiques auront une correspondante quadratique, dont la triplica- 
tion donnera cette forme principale. Mais il a ^t^ <^‘tabli en outre, 
par M. Eisenstein, qu'a toute classe quadratique ^/fc repondait 
effectivement une seule et unique classe cubique, lorsque le deter- 
minant n’avait pas de dlviseur carr^. Ce beau th^or(^me montre, 
comme on voit, iin rapport digne de remarque entre deux theories 
qui n’offrent au premier abord aucun point de contact. 


Paris, juillet i85o. 



SUR LA THEORIE 


DES 

formes QUiDRATiaUES TEaNilRES INDEFINI 


Journal de Crelle, Tome 47 


M,. Gciiiss R distm^ii ^ Ics formes (JEi8.dr3.tic|iies ternRires ( 
Jinics ct tixdcJhrttcSy suivRnt (ju dies sont reductibles parun 
stitution rdelle aux formes 

Nous consicldrerons dans cette Note les formes 

/ = ^ a !' *2 hyz -f- 2 b' xz + 

r6ductibles a 

X2 -H Y*^ - Z2 ; 


et tout ce que nous en dirons s appliquera de soi-meme a I’l 
des formes inddfinies qui appartiennent a 1’ autre type 

— 572 — J/2 4- ;s2^ 

II esL bon cependant d’ observer que ces deux types sont ess 
leinenL distlncts Fun de Fautre, e’est-a-dire qdil est impossi 
trouver aucune substitution rdelle qui change 

en ~X2— Y2H-Z2. 

Le determinant, ou, d’aprds la nouvelle ddnomination de ]V 
vester, V invariant de/*, sera 

A = ab^ -H cd a" — ibb' b" ~ ad a " ; 


la forme adjointe g" sera 


dbk - dbi^ , 
«?• = -1- r2-f- -r-,y 
^ da da 

— I. 


d^ 

da!' 


d\ dA dh 


n. 
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En meme temps que la forme inclefmie nous considererons la 
forme definie 

Cp =/ + V^)2, 

ou 1, [A, V sont des indetermlnees reelles, assiijetties a verifier la 
condition 

g{\, fx, v) =— A. 

Cela etantj on concevra qu’on calcule la suite infinie des substi- 
tutions propres a reduire 9 lorsque les ind(^terminees p., v passent 
par tons les ^tats possibles de grandeur. Chacune de ces substitu- 
tions faite dans / donnera une certaine transform^e. Nous desi- 
gnerons leur ensemble par le symbole (/), et nous aurons les 
propositions suivantes : 

I. Si deux formes ternaires / F sont eqiiwalentes, (/) 
et (¥) contiendront les ni^mes formes et seront identiques. 

II. Si la forme ternaire f a pour coefficients des nombres 
entiers, (/) ne contiendra qiC un nombre essentiellement limits 
de transformees distinctes. 

( A A ' K'' \ 

V B" / quel- 

eonqiie des formes contenues dans (/), on a ce th^or(^me : 

III. Les cinq expressions 

AB2, A^B'2, A"B"2, BB'B", AA'A" 

sont comprises entre les limites 

-H2A et — 2A. 

De la suit que la totalite des formes pour lesquelles A est le 
meme ne donneront qu’un nombre fmi de sjmboles (/) distincts 
les ims des autres, c’est-a-dire que les formes ternaires ind(^finies 
de meme invariant ne donnent jamais qu’un nombre limits de 
classes. 

IV. Les substitutions propres d reduire 9 contiendront toutes 
les substitutions qiii peiwent changer en elles-mimes les di- 
verses formes de (/). 

Le calcul num^rique de la reduction continuelle de la forme 9, 
lorsque X, u, v passent par tous les ^tats de grandeur, sous la con- 
di tion 


gif, fx, v) = — A, 
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in’a conduit a cle longues et penibles recliercLes donl le llit'oriiii.' 
suivant est le point de depart : 

Lorsgue o cesse d'etre redidt par ujie variation infimment 
petite de 1, p., v, la substitution qu'il faiit employer pour le 
reduirc de noiioeau est V une des soixante-deux siibstitutiom 
d'Eisenstein, par lesqiielles une forme definie reduiie se 
change en elle-meme. 

La iiieme proposition a encore lieu a Tegard de cet autre genre 
de formes savoir : 

cp = \ -+- a' y -f- a" \x{hx h- U y h" z')- {^cx -4- d y 4- d 

que j’ai introduites dans Fetude des formes cuLiques 


f = i^ax ci y -+- a!' z)(^hx H- h' y 4- b" z) {cx 4- c’y 4- dz ). 

J’esp(^re pouvoir dormer, dans une autre occasion, le r^sultat de 
mes recherches sur cette question si difficile; mais, pour appro- 
fondir la nature des substitutions qui changent en elle-meme nne 
forme ind^finie, j’ai employ^ Fanalyse suivante : 

^fitant propose de d^couvrir la substitution de jp, z en X, Z 
qul donne identiqueinent 

(1) y, =/(^j "Y, Z), 

j ’imagine que les trois premieres variables, ainsi que les trois der- 
ni^res, soient exprim^es par des ind^terminees auxiliaires 7 ^, 
et cela de mani^re qu’on ait 

^ X -y X — 2^j 

(2) ]r-f-Y = 2ifi, 

( 5 -H Z = 2 J . 

Sous ces conditions on va voir qu’il est facile d’obtenir les expres- 
sions de 57, jt', -Z et X, Y, Z en tj, Efifectivement, il viendra en 
premier lieu 

(3) /(2$ — X, 211 — Y, 0.1 — 1) =/(X, Y, Z), 


d’oii, en ddveloppant et reduisant, 


2/(?, TO, 


0 = 



dr^ 



(4) 
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Or il est visible qu’on satisfera de la maniere la plus 
cetle equation en prenant 


(5) 


I it _ „ 


: V) -h 


dK 






pi, V d^signant trois quantiles arbitraires. Recipro 
Ton a verifie ainsi reqiiation (4), on en conclura ndc 
Tequation (3). Les formules gen^rales (^), pour la tra: 
en elle-meme de la forme /, s’obtiendront done en r 
equations (5) par rapport a tj, et siibstitnant les v; 
nues dans les relations 

—X, 

(6) )jK=2rj-^Y, 

[ ^=:2?-Z. 


Mais la conclusion siiivante, a laquelle je suis arriv6 
une analyse plus difficile, n’exige pas qu’on fasse ce C£ 
tons les Equations (5); apres les avoir respectivement 
par X, p, V, il viendra 

( 7 ) XX-+-jj,Y-i-vZ = }^.^*-f- [j-7] ~f- 

et Ton en d^duit, par les Equations (6), 

XX 4- [xY -{- V Z = Xi?? -h [xy 4- v^. 

Voici done une fonction lin^aire qui se change en. 
par la substitution qui change aussi la forme / en elle-a 
pose, il est visible qu’au point de vue de la recherche j: 
substitutions a coefficients entiers, les ind^termin^es 
avoir des valeurs rationnelles ; ainsi Ton pent faire ce 
proportionnelles a trois ^entiers Z, /n, n, sans divisen 


(^) L'analyse de M. Hermite ne prouve pas qu’on obtient sans ; 
tion toutes les substitutions transformant la forme en elle-m^me; c 
tiel a dtd ult^rieurement complete par M. Hermite. {Journal de C, 
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D’api'es cela, clioisissant six autres nombres V ^ ni! ^ ^ 

de maniere que le d(^terminant du systeme 


/, n\ m\ nJ] V\ jn\ 71 !’ 


soit runit^, posons 

i I C(7 7)1 y 71 z = 

(8) < I' X -i- 7)1' y -h ii' z 

( I” X 77t!' y H- 7i''z = cv ; 


Z X-Hm Y-f-7z Z = U, 
Z^x-h 7?^'Y^-7^'Z = V, 
VX -f- w"Y - 1 - 7fZ = W. 


A la substitution pro^Dosi^e entre les variables d’une part, 

X, Y, Z de I’autre, succ^dera une nouvelle substitution entre les 
deux groupes p, cv et U, V, W d’une maniere toute sp^ciale ; 
par ce fait, I’^quation correspondante a (6) devient alors simple- 
ment 

u^\]. 


Or cela (^quivaut k dire que, pour cette substitution, les ind6ter- 
min^es analogues ^ [jl et v sont nulles, Pautre restant encore arbi- 
traire. Ainsi Ton en fera ais6ment le calcul en employ ant les 
relations 

u = 2 ^ — U, p = 2r) — V, = — W 

et 

U=E, v = , + lf, w = 


dans lesquelles F(r^, ^v) sera la transform6e de f[x^y^z)^ ob- 

tenue par la substitution (8). Mettant^X a la place de X, et posant 


F 


/A, A', A"\ 

U, B', 


G (forme adjointe de F) 




on trouvera 
u = U, 

B'— xr) (i — 2 Xb-+-X2A)y--2XA"\v 
aX(n"— 2XA'V-i-(i-+-aXB-i-X25l)W 

" = ^z:- Xi5 C'- 

Faisons encore 

n-X25l_ aX _ 

i-X25C“^’ 

d’oi 





e l il vieiidra 

/ II = U, 

I w= ®') Uh-<7A'Vh-(/)-i-B(7)\V. 

Ces formules sont celles auxquelles nous voiilions parvenir ; 

q% 

elles ne contiennent de fraction que la qiianlild — qui pent ne 
pas se reduire a im nombre entier par la seiile condition 

Cependant, si nous employons, an lieu des nombres p el ^5 les 
suivants 

Q.= 2pq, 

qui donnent aussi 

P2_5iQ2=::,^ 

on trouvera alors 

^ = 

P 4 - I -h 51 ^2 _L_ £ ’ 

et la formule de substitution ne renfermera plus que des nombres 
entiers. Le nombre it, qui joue ici un role essentiel, a pour valeur 
n)] il doit ^tre dvidemment positif pour que la substitu- 
tion ne soil pas identique. Ce sont done les entiers pour lesquels 
la forme adjointe est positive qui sont les dldments essentiels de 
notre solution. 

En resume : si nous designons par S la substitution (8), par S la 
substitution (9), la formule abregee donnera en nombres 

entiers la relation entre les deux groupes de variables jk, el 
X, Y, Z, par laquelle z) se change en /(X, Y, Z). 

Comme consequence de la mdthode precedente, on obtient aisd- 
ment les th^or^mes suivants, que je me bornerai a dnoncer : 

I. Soil 

X ~ ci \ a' X a"Z^ 

y^by;.-^h’x-^b"z, 

^ = cX-4- c'Y4-c"Z 

une substitution S de determinant un, qui change en elle-meme 
line forme quadratiqae^ V equation du troisihme degre qidon 
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forinera en egalant a Z(^ro le delerminant da sysieme 

a — X a' o!' 
b b'- X b" 
c c' c" - X 

admettra pour une de ses racines Z^inlLe, et pour les autres 
deux valeurs reciproques. 

II. Si Von represente ces deux racines j'eciprocjues par 

X = et 1 — Jacondition pourque la subsLitutioiiS^ 

prise n fois de suitCj donne en dernier Lieu une substitution 
identiquCj est donnee par V equation no) = 27 :; et les seiiles 
valeurs possibles du iiornbre n, si les coefficients sont en tiers ^ 
sont n = 2 , 3, 4? 6. 

III. II existe an nornbrejnjlni de formes cjuadratiques ter- 
naires qu une meme substitution change en elles-menies ; et 
Von pent les representer ainsi 

/=/cA2-i-ZBG, 

A, B, C disignant trois fonctions lineaires determinees, et 
/c, I deux coefficients arbitraires, Toutes les substitutions qui 
chan gent en elles-niemes ces dioerses formes Vobtiendront en 
faisant 

A = ±5l, B = X0, C = i(E, 

€ designant trois fonctions de mSnie forme que A, B, Q 
mais relatives d d^ autres variables, et \ une constante arbi- 
traire. 


Paris, niai i853. 
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PREMIER MfiMOIRE. 

La m^thode que j’ai exposee dans ,im precedent articlej pour 
obtenir toutes les transformations en elle-meme d’une forme ter- 
naire indefinie, exige, comme element analytique essentielj la con- 
naissance des systemes d’entiers qui rendent positive la forme 
adjointe. La nature d’line pareille condition fait bien voir que 
les transformations semblables d’une forme inddfinie impliquent 
n^cessairement dans leurs expressions un .nombre inftni d’entiers 
arbitraires. Les considerations que nous developperons ici mon- 
treront meme la possibility de donner aux formules de transfor- 
mations une expression qui offre explicitement un nombre infini 
d’entiers indeterminds. Nous insistons sur ce point, parce qu’il 
nous seinble caracteristique dans la thdorie des formes quadra- 
tiques. D’autres formes donneront lieu, en effet, a un nombre 
pareillement infini de substitutions semblables, inais toutes ces 
substitutions s’expriment avec un nombre essentiellement limite 
d’entiers arbitraires. Telles sont les formes du degrd, ddcom- 
posables en n facteurs lineaires, pour lesquelles on a la proposition 
suivante : 

Soit a le nombre des facteurs lineaires reels j b le nombre 
des couples de facteurs imaginaires conjugues et to -j- i la 
somme de ces nornbres : toutes les substitutions semblables 
seront donnees symboliquement par laformule 


t ^2 ^3 • • • ^0) J 
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oil 7?^^ 5 7720 j • • • des entiers arhitraires S, , So, . . w sub- 
stitutions telles qii! aucune d^elles ne piiisse s^ exprimer par les 
produits des puissances des autres. 

On pent encore demontrer, par rapport a ces formes, qii’en 
nommant S et T deux substitutions semblables quelconques, on a 
touj ours 

ST = TS. 

An contraire, dans la theorie des formes ternaires indefinies, 
une pareille relation n’existe qu’au tant que S et T sont les puis- 
sances d’une m^me substitution, auquel cas la relation propos^e 
se v^rifie d’elle-meme. Nous rappellerons encore que la connais- 
sance d’une transformation semblable d’une forme quadratique 
ternaire ne d^finit pas compl^tement cette forme, de sorte qu’une 
substitution donn^e change en elles-m^mes une infinite de formes 
ternaires distinctes. Par le th^or^me suivant on verra, au contraire, 
comment une forme decomposable enfacteurs lineaires est connue, 
a un facteur pres, lorsqu’on donne une de ces transformations en 
elle-meme. 

Designons cette substitution par S, et concevons qu’on forme 
. . ., 2^* en rcpresentant par cette notation la m^me substi- 
tution, prise 2 , 3, . . ., i fois de suite, et, pour fixer les idees, sup- 
posons la substitution 2 donn^e par les formules 

6'Y4-...-h 

1 

U = A'X H- k’ Y H- . . . -H 

et la substitution 2^' par les suivantes 

= a/X H- Y -h . . . ^ U, 

yi=: 

j 

Ui = /v/X H- A-i Y H- . . .-H U. 

En formant le determinant du systeme 

X Y ... U 

X y . . , u 

JK2 ••• 
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on aura, a uii facteiir iiiinierique pres, la forme en X, Y, . . ., U, 
decomposable en facteurs liiieaires, et qiie la siisblilution S change 
en elle-meme. Je me reserve de demon trer prochainement ces 
theoremes, sur la forme decomposable en facteurs. Le dernier 
exige qu’aiicime puissance de la substitution S ne puisse donner 
la substitution identique 

= .r = Y, u = V. 

Ces exemples de la grande difference que Ton doit dtablir entre 
la theorie des formes quadratiques et celle des formes d^compo- 
sables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitu- 
tions semhlables, ajoutent encore, ce me semble, a I’intdret de la 
question difficile que nous avons abordee pour le cas des formes 
ternaires. En se bornant d’abord en quelque sorte au point de vue 
algebrique, on est conduit a plusieurs theoremes qui nous out paru 
dignes d’interet, et que nous exposeroas avec ddtail. Nous donne- 
rons ensuite un nouveau developpement aux considerations arith- 
metiques d^ja presentees dans notre premier article. 


PREMIERE PARTIE. 

I. 

L’analjse que j’ai exposee precedemment dans le Journal de 
Crelle donne sous la forme suivante, au mojen de trois indeter- 
minees)\., a, v, Fexpression de toutes les substitutions qui cbangent 
en elle-meme une forme quadratique lernaire. Posons, en conser- 
vantles meines notations, 

f — a’ H- ibyz -h 2b” xy = ’ 

\ = a'b'^ -f- — 2bb'b"— aa'a, ’ 

et representons la forme adjointe par 

^ [ab — b'b", db’-bb\ a''b''—hb')’ 

Nous aiirons souvent besoin d'employer la valeur de g lorsqu’oii 
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met Aj a, v pour la premiere, la deiixieme et la Iroisieme indeter- 
minee; nous la designerons par y? de sorLe que 

T ^ ^ J P-5 ^ )> 

et nous posons enfin 

II = XX-1 -(jlY- 1 -vZ. 


Cela etant, on aui'a identiquement 

/(^ 5 r,-^)=/(x, Y, z), 


en prenant 


(r (i4-y)Xh-(x^^^ — V — 


dZ 


dY d\ 






On pent le d^montrer direcLcmcnt de la maniere suivante : 

D6duisons en premier lieu des formiiles (i) les valeurs des trois 
fonctions lm(5aires ^7; on troiivera sans peine 




(y dy 
{ rfv 

4) 

1 -4XAn, 

(^) 


("S- 


-4|JiAir, 



(44 

4) 

-4vAn, 


et nous allons en conclurc ridentitd 


(r-yy^ 


df df 

Orj ^ 

dx dy 




iL 

dX 




iL 

dY 


Multipiiant a cet clfet, meinbrc k membre, les deux premi(^res 
(Equations de (i) et (a), nous disposerons de la maniere suivante 
les divers tcrmes du produit 


(i — 'y)2 X 


iL: 

dx 




d\x 


■ 4XnA ( |JL 


df „ df 


-P ( I • 


T)- 


+ (rH-Y)^X 


d'L 

iL 

dX 


dY 

* 




dXy dl dY] 

„ z a 




iL 

dZ 


.if 

dY 


iL 

<fv 


d]xj 

i<\ 

d^j 


.4(. + Y)^)^xn-(r-Hy)ggn, 



204 


SUVRES DE CHARLES HER MITE. 


et nous concev 


ons qu’on ait opere de memo pour les produits 


df 


(i—jYz 




Or, en ajoutant membre a membre les equations ainsi formees, 
on va voir se presenter diverses sommes partielles de terines dont 
revaluation est tres facile. Considerons d’abord le premier terme 


mis en evidence dans (i • 

ses analogues dans les valeurs de 




seront 


2(.-hY)z(x^-Y^ 


dl 


et leur sonimej que nous designerons par le signe S mis devant le 
premier terme, s’exprime evidemment par un determinant a trois 
colonnes, de sorte qu’on a 

d^( 






X, X, 


dl 


Y Y 

’ ’ d^ 




= o, 


pulsque deux colonnes du determinant sont identiques. Or, on 
trouvera de meme 




df df 


df 


dX\^dZ 


dX 


= (h-T) 


df df . 

ix' dX’ ^ 


df df 
dX" d\’ 


df df 


dZ' dZ" ^ 




X ) 


fx, 


df 


' dX 


df 


’ dZ 
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sn$-fY^-z^ 

CIA \ ch d\x 




d\’ 

(Ta 


• ^ 

d^' 

' di^ 



dv 

d') 


Maintenantj il cst a ^valuer cinq autres sommes parllelles donl 
aucime ne s’evanoiiit plus. On a d’abord 

Pour calculer ensiiite 




on emplolcra aiie formule (^l^mentaire de la theorie des determi- 
nants qui cxpriine uno somme de prodiiits de determinants a deux 
colonncs par lui determinant qui est liii-meme a deux colonnes. 
VjU ayant aussi ^gard a la relation suivantej qui est facile a d^- 
niontrer, 

+ ^ ^ = 4i(XX-i.Y-+-vZ), 
dX dX d\L dX d^ dZ 

on trouvera 

enduj il viendra immediatement 

S4X^ = SY^ns, 

2:4(1 -t- y) = 4 (n-Y)^‘ns 


Cl,, Oil ajoulanl. cl 
I’avcns auncmet';, 


ani cl reduisant, on obtiendra finalemeat, comma nous 

loncc, jj,. 


do sorlc qu’on a idenliquement 

/(a?) y, •«) =/(^> 
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Nous aliens maintenanl donner qiielques consequences de ces 
formules que nous venons de demontrerj pour la transformation 
en elle-meme d’line forme ternaire. 


IL 

La premiere de ces consequences est le th^oi'eme exprime par 
Fegalite 

X H- }j.y -f-vs = XX-h jxY H- vZj 

et que nous avons pr^c^demment fait connaitre. Nous y joindrons 
la remarque suivante : 

Selon que la substitution par laquelle /se change en elle-meme 
est au determinant +i on — i, il existe une fonction lin^aire 
que la meme substitution reproduit identiquement ou reproduit 
changee de signe. 


HI. 

En mettant en evidence les indetermin^es X, Y, Z, dans les for- 
mules (i), de sorte qu’elles deviennent 

X = ct X -f- ^ Y ■+■ ct! 
r = bX-^b'Y--r-b"Z, 
z =cXh- c'Y-4-e'Z, 

les racines de Fequation du troisieme degrt^ que I’on forme en 
egalant a zero le determinant du system e 

a — t aJ a!’ 
b h ' — t b" 
c d c"— t 

seront 

^:=I, ^=1=4, 

n-VT I — VT 

Ainsi Fon voit que cette Equation est reciproque^ comme nous 
Fa von s d6ja dit. 



T II E 0 R I E D E S FORMES Q U A D R A T I Q U E S . 


207 


IV. 


En formant Fexprcssioii 


X -I- 


LLf 

2 \ c/y 



on trouvera qu’elle reproduit une expression de meme nature en 
Xj Y, Z, mais ou les signes de p. et v sont changes, de sorte qu’on 
oblicnL 


1 

X — 

2 



4/- 

dY 




ot Ton trouvera de m^me 


1 

y - 

2 


I 


2 


dz 




dZ 

dX 



Ces formulcs montrent qu’en d^signant par S la substitution (i), 
se ddduira immddiatement de S, en y changeant p, v de 
signc. 


V. 


Faisons suivre S d'une nouvelle substitution S^, ou Ton aurait 
mis V, p', v' au lieu de p, v. La substitution composee SS' chan- 
gcant/(ui cllc-meme sera n^cessairement comprise dans la meme 
forme analytique quc S et S', et devra se deduire des formules (i), 
on mcltant au lieu de X, p, v des quantitds C, M, HI, fonctions de X, 
p, V et de X', p', v'. Or voici Texpression de ces quantit6s : 

Ihisons 

I == m = vX'— Xv', n = Xf^'— |U', 

i df 

\j z= al -h b" ni b' n = — ? 

M = b" I a' m-h bn = ^ 

N = 6'^-+- bm. -+-a"rt= - 








et 
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on aura 




ill: 

m : 


[JL -!- (jl' -f- M 

TTr ’ 

V -h '/-H N 

t-i-r ’ 


Ainsi, les fonctions lin^aires que les substitutions S et S'changent 
en elles-m^mes etant 

X -4- (JL y -h V 3 et V CC -h- ll'y -h v' z, 


la fonction. lineaire que reproduit la substitution composee S S' 
sera 

ouj en omettant le facteur num^rique ? 

(Xa7-{-(jLj/H-v5)-h {Vx-h ix'y-hv'z) h-(L^H- My -h-Nz). 


C’est ce qu’on peut, comme on va voir, ^tablir directement. 

D’apres le th^oreme (IV) d6finissons la substitution S par les 
Equations 


( 3 ) 


I / df 


dz 


= X 


^ dY ^ ^7 j’ 




df 




dZ 

iV 

rfX 




df 5 , df\ 


et la substitution S' par les relations analogues 


( 4 ) 


dV 


u! iL:\ , 

d\Yl 




dZ 

dY 


, df\ i f df , cl 


df 

d\i 






df 

d\] 


V 


de sorte que SS' s’obtienne, en ^liminant X, Y, Z, et exprimant 
z en U, V, W. 
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Posons ensuite, pour abreger, 

Tc = Xa; -f- S-v;:, w = XX -+- jjlY -i- v Z, n = X U + fxV -H v W, 

Tt'=X'a7-i-ia'jK + v'5, ci'= X'X+ (jt'Y-t-v'Z, Tl'= X'U -4- ,jl'V-i-v’W, 

<p = La; +M7 + NX:, it, =lxh-MY-i-NZ, <I> = LU + MV + NW; 

nous obtiendrons imm^diatement la I'elalion 

Tu'-f- Cp = tit' l};, 

en ajoutanl les Equations (3) respectivement multipliees, la pre- 
miere par V, la seconde par p.' el la troisieme par '/. Sil’onopere 
de meitte sur les equations (4) avec 1, p,, v, il viendra 

w ~ i{> = IT -4- fl>. 

Or on a ^ la fois 

TT = TIT, 

Tjj' = n' ; 

on en conclut la relation proposde, savoir : 

TC-f-7c'-|-0=:n-l- U'-f- 4). 


VI. 

La substitution composee SS' pent etre d^finic par irois rela- 
tions lin^aircs cnlre it, tc', ip el 11, 11', <I>. Posons, a cet clTel, 

Y = Sr{'^', f', 

cl 

(l— ■y')Tt=p, ((— Y)n' = ~I>, 

(i — Y)tc'-1- 2(h- r)-n: = (1 _ -j.') 0 -H 2(1 -1- I') 11' = — Q, 

2(11-1- It' -Hcp) = /-, 2(n H- ll'-t- <I>) =— R; 

on aura les Equations suivantcs : 

/) = Q_R, 

? = P-R, 
r = — R. 

Nous rcmarquerons, encore le r^sultat de la substitution des 
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variables r., k', <p aux variables x;, y, z dans la forme ternaire pro- 
posee. En posant en premier lieu 

la: -h iiy -h — TCj 

-h [X JK = 'It', 

Lx --h -H N;3 = cp, 

on a identiquement 

^)f{h /i) = o^— t"-- 

On Irouvei'a encore 

ri ' 0 ■'' T^' -f- -('r;-, 

en employant la substitution transposee 

a? = )4 H- X'n H- LJ, 

JJ/ = (xt fi'r, -h M 
= v| - 1 - '/tq -H N 

D’ailleurs, la forme 

o, o, r 

est radiolnte de 

-T' 
o, 

VII. 



Les propositions precedentes peuvent etre presentees solis iiii 
autre point de vue, comme se rattachant a la iheorie de la compo- 
sition des formes. Elies nous semblent ofTrir, en effet, les pi'e- 
miers exemples de I’extension de la th^orie, donnde par M. Gauss 
pour les formes binaires, aux formes quadra tiques d’un plus gi^aiid 
nombre d’indeterminees. Concevons qu’aii lieu des form riles (i) 
on prenne les snivantes, ou Ton a supprimd le denominateiir et 
introduitune nouvelleind^terminee p, de sorte qii’elles devierment 
bomogenes relatiyement a X, p., v, p, savoir : 




r=(p^H-Y)Y-t-p V 


dX 


d/\ __ 

dfx 


(CL 


n, 
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on aura 

/(^, r, =/(x, Y, z) [p’- ~~ ^-(x, pt, v)p. 


Ainsi toute forme ternaire est compos^e d’elle-meme et du carr^ 
de la forme qiiaternaire p- — ^(^5 p-i v). Nous joindrons a ce theo- 
reme les r^sultats suivants, qui dependent des memes principes. 
Faisons, pour abr^ger, 

k = p.Z — V Y, 

7] = V X — XZ, 


? =XY-plX, 


' = x 


^x 




dY 


dZ^ 


la substitution 

a; = (p5 H- Y) X + p ^ (5, 

X = (P^ + T)Yh-P — [iffi, 
^ = (p2 Y )Z p ^ — vffi 


donnera identiquement 


-) Z;)[p2-.^(X,-{a,v)]2. 


Soit encore 


En posant 


on aura 


. , df df df 

¥ =/(>>. 

a; = (cp 4- Ap5) X -+- p ^ — Xi, 
d ®" 

_J-=:((p4-Ap2)Y4-p ^ — pif, 

d^ 

^ = (cp 4- Ap«) z p ^ — vi, 

/(^, /, =/(X, Y, Z) [ Ap^ ~-/(X, v)]^ 


Ce dernier r^sultat, cons(5quence immediate du pr^c^dent, ofFre 
sous une forme analytique nouvelle les expressions g^ndrales des 
substitutions semblables pour les formes ternaires ; on les d^duira 
sans peine, d’ailleurs, des formules (i). Enfin, on irouvera v 

J, = ^(X, Y, Z) tAp^^/(1, 
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mi cm ploy ant la substitution 

^ = ('f -+-Ap2) Z + p - ^n. 


VIII. 


L’^tude des formes quaternaires de determinant carre, qui 
vlcrmcnt se presenter dans les theoremes precedents, savoir : 

P^— et /(X, |X,V), 

conduira ^ d’importantes notions arithmetiques. Dans nn autre 
travail nous essajerons d’approfondir la nature de ces formes, qui 
nous paraissent devoir offrirune nouvelle application de I’idee in- 
genicusc dcs nombres ideaux de M. Kummer. Elies donnent lieu 
cncctivcment aux theoremes de composition que nous allons 
dnoncer, cl doiit on trouvera sans peine la demonstration par ce 
(jui precede. Posons 

^ == Xp^ “H X^ p H— Ijj 

iH = [jLp' -+- fx' p H- M , 

tH = vp'-+- v'p -t- N, 

l!l = pp'4-r, 


Oil L, M, N, r ont la signification donnee (§ V). On aura identi- 
(piement 

iit, tt) = [p2 - ^(X, V)] [p'2-^^(X', (x', v')]. 

En second lieu, faisons 


f = Xp'+ i 

iSJ = fip'-i- i 

tl = vp' -t- - 

^ 2 


a' 

‘ av 


it 

d\ 


(>■1 


'i4 

, d\x 


,df\ 


" d\>) 

1 H “Tw P: 

2 OA ^ 

v^-f\ 

.a. ' n 

T.) 

2 api 

,dr 


-^dX, 

' 2 atv' 


U = pp'-i- X).'-i-p,pL'+ vv'; 
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on aura 

A'W2 _/(ir, i% ^ ) = [ V- ~~f{\ fx, V)] [p'^- - ^(V, fx', v')]. 

Ces deux ih^or^mes comprennent, comme cas particiillerSj ceux 
d’Euler et de Lagrange, sur le produit de deux sommes de quatre 
carries, ou de deux fonctions de la forme 

-h l)r;2 ahu-. 


IX. 


Nous avons d6ja dit qu’en d^slgnant par S et S' deux substitu- 
lions semblables quclconques on ne pouvait avoir la relation 

SS' = S'S 


qu’en sripposanl S et S' exprimables paries puissances d’une meme 
sul)Stitution. C’est ce qu’on pent dtablir de la maniere suivante : 

D’apriis le th(5or(bne du § V, si Ton d^signe par X, p., v ; V, p', v' 
Ics quantilds qui d(^termincnt les substitutions S et S', et par £, 
M, TH cellos qui d(5tcrmincnt la substitution compos^e S, S', on aura 


iT = 

iax = 
tx = 


1 H- X'-H L 

rn~’ 

(X 4- (x'-h M 

r ' 

V H- v' 4- N 


Celu (5lunl, si I’on pormutc simullan(5inent X et V, [x et ja', v et v' 
(le maai^re i ol.)tenir les quantiles analogues k HI pour la 

substitution S'S, on Irouvera iinmddialement queces quantit4s ne 
(li(T(^rcnt des pr^cddenles que par les signes de L, M, N. La con- 
dition S S'= S'S entralnc done les relations 

L = 0, M = o, N = 0 

et, par suite, celles-ci ; 

/ = 0 , = 0 , n = 0 , 

piiisque le determinant relatif aux trois fonctions lin^aires L, M, N 
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est essentiellement different de z^ro. Or les valetirs de m, font 
voir que \ [Jt, v sont aussi respectivement proportionnelles a 
'/; la proposition annoncee revient done a celle-ci : 

Toutes les substitutioiis semblables oii 1 , p., v sont p/'-opor- 
tionnels a trois nombres constants se reduisent aux jp 
sances d' une seuLe substitution. 

Pour le faii’e voir, observons en premier lieu que ces quan tites 
p., V ont necessairement des valeurs rationnelles^ si la sxilos ti- 
tution est a coefficients entiers. Nous pouvons done siipposex* eii 
general 

\ = /ra, K = Pj ^ 

\ [A, V etant trois entiers constants sans diviseurs communs, et k 
un facteur rationnel arbitraire. Cela pos^, prenons six atxtres 
membres a', y'; d! ^ p", y'', de telle sorte que le determinartt clu 

systeme 

• a p y 
^ a' i 
a" p" r 

soil I’unite; en faisant 

a a; -f- P jr “4“ 7 'S = zf, 
a' 57 -H p'y •+■ y' ^ = p, 
d’ X -4“ -h Y' 5 = pp, 

la forme ternaire proposee /(^, JK, z) se changera en une forme 
equivalente que nous d^signerons par F(i^, p, pp) et dont les sub- 
stitutions semblables se deduiront imm^diatement de cedes <ie la 
proposee. Designons, en efFet, sp^cialement par S les transforma- 
tions semblables de /, ou a, y sont supposes constants; k etant 
seul variable, les transformations semblables correspond antes de F 
seront donnees par la formule symboliejue 

S S 

oil S est la substitution employee ci-dessus, entre les variables 
J5 5 et w, Pj pp. Or il suffira de prouver que SS 2 "^ est de la 
forme T'^; car de Tequation 

SSS-i = T'i 

on tirera, comme on le voit, bien facilement 



THEORIE DES FORMES QUAD RATIQUES . 


2 i 5 


Or, comme nous I’avons remarqu^ dans notre premier article, 
les transformations semblables de F (u^ p, i:p), donn^es par la for- 
mule SSS~^, sont caract^ris6es en ce que la fonction lin^aire que 
ces transformations reproduisent est slmplement la variable w. Ap- 
pliquant done cette forme F aux formules generales (i), nous y 
devrons faire a et v nuls, pour en d^duire Texpression particu- 
li^re des transformations SSS"^. On trouvera ainsi, en siipposant 







A, A^ A"\ 

B, B', B'V 


et I’adjointe =: 


U, ^'7 ' 


44 = U, 

( , 2 B X - 4 - 50.2 ) V ~ 2 A" X W 2 ( B'X -H r X2)U 

^ 1— aX2 


2 A'X V Cl •:>-BX •+■ aX2) w -4- 2 ( B^^X — r X2)U . 

1—^X2 ^ 


et e’est Ik le type des substitutions que nous devons ramener a la 
forme T^. Observons a cet effet qu’en y supposant nulles les va- 
riables u et U, elles doivent foiirnir les substitutions semblables de 
la forme binaire 

A' p2 ^ B p tp A" 


Cela nous conduit a faire 

1-4-51X2 _ 2X 


p et q v^rifiant F equation 
^ 

Or il vient ainsi 
n = U, 

w = A'g V + (/p + nq) W -H ^ \Vq - U; 

cFou Ton tire 

51 w — %' Lt-{- {W u-\- A! V 

= (p -4- ^ [5V W — r U (B"U H- A' V 4- BW) /^] 

et 

5ltv — B'w — 4- A'p -4- B w) \/%‘ 

= (p - ^ v/^) [5t W - r U - ( B".U A! V + B W) /a] 



on sail qLroii penl fa ire 

h_*s enlicrs V cl Q eiaoL l(^s ieoiiidri^s nonihres qui x'erificril la coii- 
dill o II 

pi — ^ I. 

I.a -uhsLiliilioa considerec elanl. don.c dediiie par les etjualioiis 

^ !r — iv' ti. ( IP ((, -a A' r -t~ \ > a’ ) 

= ( P — q [aw - iV U -0 ( p" U H- A ' -0- ) v^a ' 1 ^ 

jA n' — "0' II — ( p" a -I- A.' <'0- 1] (r ) v^a 

(' p -- (0 v/a ) " [ a w' — B ' u nr u - : - a ' \^ - 1- p w > a ] , 

il e.^l (d ideal ^|■|^'e!lc rcsidlc de la sul)slih!! loa |)arlteui ieia:; poin. 
lacjiieile /?. = ]. prise n fois siuaa'ssi veineaL 


X. 

L expression <^'eri(ji‘a!c dcs ( raiisiarniahoas senddahles doiinec 
au Jii; I |)e!.il ctre |)r('seiilce sous iiiie forme aaalyliqiH* laeii diflV;- 
iarnile, en chei'elraiil a mellre en evideiiee hss foiielioas qni se re|)ro-- 
(iuisciil a on faeleur conslanl pres, eomnie nous vcaions d’etre 
coiiiliiil a, Ic Pure. On v }.)arvierit aiseimaU. de la, maniei'e sinvaiile : 

Desigiioiis par }.d pd, v' Irois (pjaiil!t<*s (‘nhetaanenl ariulraires, 
el einplojoiis .ics .meiries nola.lioi.is <pdau ^ V, pour des'ii;-iier (li‘s 
ex j ircssioiis aiialytiqiies de meme forme, sa\’oir : 

t: = A a- -I- 'xy -!- v g, I! = a X -l- a. Y -j-- v Z , 

n' = A'x-h u'y -I- '/ z, IP a' X -r- [x Y -r ■ v' Z, 

o =: Lx My -h X <r» P.X -o M Y AZ ; 

noLis Iroiivcroiis d'aiiord, cii ajoulanl les idpiaiioiis (d), a.|n*es les 

a\oir respeeliveineiil midtipliecs ]iar )/, pd vd 

— y) fP— :a^> — aPll. 




T 11 !•: <) li 1 !■: 

!M':S FOlUIES Qi: 

A i> a AT i Q 1,' 1 

:s. 


il S 

^a‘<>i.id iiMus 

dial 11 irons des 

apialions ( 


^ti i \'a ill 


7/1 - V/y) 


-vAZ'y 
d\j ' 

4yX- 

//-' 

- a Y" 

/://.. 


■ ' („■' 7/.. - ./d 

' V //\ 

' /’ 

i 7 X - 

//-' 


.[-'O' ‘0'\ 

/4 

^"■-’(4/v 

'(/' 1 

t - ' ^ - 

7 /-' 

' '■ y; 


PiiiS, <‘ii ics ajoulasil a|)r<'‘S Irs a \ ( m r nni 1 ! 1 1 >! Ja j n'Cia iare |)ii f 
lii |>ai’ uJ , la ^l•(as!ri^a pai' v\ il \i(MMii‘a 

(I — -)? ( 14 - aYir-a-aril. 

Aiiisi, 1 1 1 ! I rn< ! ua'l!o!i <1(‘S (jiiaiilili's arhiifairaas p.a v I'uhis ca) iid ai |, 
a (‘rlha ! ra iisl orina 1 i < mi laaua la j iial >h^ (l(*s <•< jiialaoiis (4j, sa\'<.)!r : 

77 --r. il, 

( I Y .1 r-r .. - i'll Y ) 1 !'— ->^ 1 ^ 


(' , — Y' ) Y- 

a.ri! — 

AYH'44 ! 4-Y 7^*; 

I IK MIS Oil (a> !i<d a la >1 is 

en derni(‘i‘ 

hen les rada I ions su i vaiilc; 

nel l(.‘s m Mis 'vou ho i is 

[)a r\ en 1 r <‘l 

ipi’on vih'did'a Lieileiiieni 


- II, 



T V ( 

i ; ■ 

A (yIi' - - ni -h va'^ 

i 

r.r 

/- I s ■ V 

7 \ 7 ” 

^ [ (yIP__ Til a, ^/7), 


. v/Y 


II <‘sl (liYna (la laanaiajiK' (jiu; !(‘S (a udl'KaaiUs (h‘ la loi'iiic Icr- 
iKMiaa !a.s (|!iaMli!r*s >■,, a., v, (jui (hWi iiissaiU. la, sa !)sl i lu Ucai j)ar la- 
<jfi(‘ila (U'Ua; forna! s<* (‘han^'<! <‘ii, alli^-nuaiie, el Ciiflii les (| iiriiiitles 
Hi ierenH‘n I a rhi Ira i res 7/, '/ tie {i^at!‘ei.il plus dans les coelJi- 

cienis d(‘ ecs tiotn'elles i'(‘lali()ii,s (jiui pat' 1<,,‘S (l(4i.x (,!()nsla,iiic.s y el I'. 


XL 


.l,.a':‘S lli<a n‘(‘iiH'4s (l<‘ coin|')osilini.is reJalils aux L.hm'iics qiiaLeriiaires 
p “ - ( X , fj. , V ) e t A p - — /( A , fj. , V ) , 


d<:> lines an § 'VI 11 , (Jill etc dcduiLs dcs cxprcss.!Oiis ^'eoeralcs pour 
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les transformations semblables dcs formes tcrnaires. R<H‘iproque- 
ment, on pent obtenir ces expressions gcnerales cojiiiiie conse- 
quence des theoremes du § VIII par la methode suivanle : 

Considerons le produit des trois factcnrs 

[p^— p/, v')][p^'2~.^(X", p", v")], 

mis sous la forme 

B 2 _ IX). 


Pour obtenir les valeurs de C, iH, tt, \\ nous poscrons 


X X' X" 

p ix' p" 

V v' v" 

L = 


I = p'v'' — v' ix\ I' = p% — v" p, r == __ 

m — v'X " — X'v", 7n'= v"\ — X"v, /n" = vX' Xv', 

n = V p" — p' X", n' = X" p — p" X , ji" = X /ji' pX': 


j df 
2 dl ' 


W- iliL 

' “ a d/n' 

1 

2 d/i ’ 


L' 


1 ^ 
2 ’ 


2 d/7l 

N'= - 


L" 


M": 


1 dr 

2 dl" ’ 

1 df" 

2 d/>t 


r 

r' 


•2 \ cO.' ■ ^ 


‘ /S 

~ p -f- V 


r/X" ■ 

^/x 


df 


^ ~ 7 ( ~ l-J- -r V 


dr 

< ^'! . / d'; 
•y- -rv — 
d\x dv 


2 dn"’ 

df' 
df" 


ou Ton a mis, pour abreg-er, 

/ /'. /"; T. i. f 

pour 

/(^, 771 , 71 ), ff, ni!, nf f{V\ jn\ 71"); [^,v ), ^>-(X', p', v’), ^^(X% pi'', v"). 

Cela etant, on aura les expressions suivantes : 

£ = (pp'X"+ p'p^'x -t~ p"pX') -h (pL — p'L'4- p''i/) 4- (Xr __ X" r"), 

m = (pp'p''+ p'p"p -p p'f f) -p (p iM — p' i\r_i_ ~p (pr-- p'r'p- r' t"), 

n = (pp'^f" -i- p'p'\j 4 _ p"pvq _i_ (pj>^ — •p'N'-y p"N") -p (vr ~v/r'~p. v"r"), 

n = (pp'p"-p pr -p p'r-p p"r"p- a$). 

Maintenant faisons 


X" = - X, 


= — 


p; 



on aura 


L = L", L' = o, 

r = -r, r = -^-(X, la, v); 

eL, le determinant S s’evanouissant, la valeiir de n deviendra 
Ij’eqiiation 

se reduisant done a 

p^ 2 [p 2 „^^(X, [a, v)]2- 

do liner a 

iH, 

et Ton en conclnra 



n, v)]. 




“ — l-t. '')] 


v')l [p"^- 



la siiivante ; 






[p2 — ff(l, (X, V 


- 


X: 

X 

II 

, v')[p2_^(X, 




M lil\ 

= ^ /I' li' 




1! 

® \p'’ p'’ p'J 





D’ailleurs on obtient pour £, ill, 111 les expressions suivantes : 

£ = (p2^.y))/^-^^pL— 
ilt = ( p2 H- y) jjt'H- 2 p M - 2 [JiF", 

m = (p2 H- y) '/ •+■ -apN - ‘2v r ; 


de sorte que Ton retroiive ainsi Fun des tlieoremes donnes au 
§ VII. Mals il y a une auti'e consequence a deduire des conside- 
rations precedentes. 

Nommons respectivement S, les transformations sem- 

blables de la forme ternaire /, qni sont ddfmies par les qiiantites 

X ja V V >/ y V' 

p" p’ V p'’ p'’ p'" p"' p"' p" 
sera ddterminde la substitution composde SS^S'^seront evidem- 

xxient Oi" rhypotbese admise precedemment, savoir : 



revient a supposer la substitution S'' I’inverse de la substitution S 
§ IV) : done toute substitution, telle que 


; les quantitds analogues par lesquelles 


S S' S-t 
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se tire de S', en y rempla^ant par trois fonclions lin- 

P P P 

de ces quantiles qui donnent precisement une transform ati( 
elle-meme de la forme adjointe. 


SECONDE PARTIE. 


Nous venons de resumer tout ce que nous avons pu jusqu’; 
sent tirer de Tetude algebrique des formules gdn^rales de sul: 
tlon par lesquelles une forme ternaire quelconque se chan 
elle-meme. Si nous nous sommes un peu etendus sur ces coi 
rations, e’est dans I’espoir de les Her un jour par de nouvelh 
cherches a I’etude arithmdtic(ue des substitutions semblables 
nous avons entreprises sous un point de vue si different en ] 
sant dependre de la reduction continuelle d’une forme ternai: 
finie a parametres variables. Afin qu’on puisse mieux saisir cc 
j a de general dans ce point de vue, nous r^unirons ici les 
questions de I’equivalence des formes d(^composables en fa( 
lineaires, et de Tequivalence des formes quadratiques indef 
traitees par le meme principe arithmetique. Dans d’autres 
moires nous donnerons les demonstrations des th6oremes que 
aliens enoncer, d^sirant surtout en ce moment appeler Fatte 
du lecteur sur Fidentit^ de la m^lhode appliqude k des gem 
formes d’une nature si diff^rente. 

1 . 

Deux formes sont dites equwalentes lorsqu’on peut obtenir 
d’elles en faisant dans Fautre une substitution lin^aire et b 
gene, a coefficients entiers et au determinant un, C’est en c€ 
moins que consiste Y equivalence arithmetique. Enadmettai 
quantiles quelconques pour les coefficients de la substitutio 
aura la notion de ce qu’on peut appeler \ equivalence algebr 
Dans le cas des formes quadratiques k un nombre quelcom 
d’indeterminees, et des formes du n'^“®degre, decomposabl 
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n facteurs lin^aires, an seal et inline fait analytique tres simple 
deroule de cette notion. Ces formes, en effet, sont toujours alge- 
briquement equivalentes ; les premieres comme r^diictibles a ime 
somme de n carres 4- -1- . . . q- x \_^ , les secondes comme re- 

ductibles a im produit de n valuables x^^ ^ 2 ? * • •, ^n-i- De la 
residte, pour ces deux geni'es de formes, rexistence d’un seul inva- 
riant y c’est-a-dire d’une seule fonction des coefficients, qui la re- 
produit dans une transform^e obtemie par une substitution alge- 
briqiie, mulLipH(^e par une puissance donn^e du determinant de 
cette substitution. S’ll s’agit d’une forme quadratique a n inddter- 
mindes ddfinirons cet invariant comme le 

determinant du systeme lindaire 

iAf, 1^, L AL I 

2 da^Q 2 dxi 2 dx2^ * ’ 2 dxa-i' 

Pour une forme decomposable en facteurs lineaires 
F = 

ou Ton suppose 

iti = -h diXi -H- CiX2 -H. . 

nous le definirons comme le carre du determinant relatif aux fonc- 
tion s 

^^07 ^^27 

Dans ces deux cas I’invariant, que nous designerons par A, se 
reproduira dans toute transformee, multiplle par le carrd du de- 
terminant de la substitution. 


11. 

On pent particiilarlser la nature de I’ecfui valence algebrique de 
deux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution 
soient des qnantites redles. Sous ce point de vue, les formes dont 
nous nous occupons n’offrent plus une seule espece cbacune, et, 
en supposant leurs coefficients des quantitds rdelles, on a les pro- 
positions suivantes : 

Les formes du degrd, ddcomposables en /i facteurs H- 
ndaires, sont rdductibles par des substitutions alg^briqiies r^elles. 
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a 1 -4- i) ou ~(/i -h 2) types distincts, suivant que 72 est impair 

ou pair, L’lm de ces types est encore le prodiiit des 

variables, et les aiitres s’obtiendront en groiipant deux a deux les 
indeterminees, et remplacant saccessiveinent le produit des inde- 
terminees d’un meme gronpe par la somme de leurs carres. Nous 
les nommerons en general types factorials, et le noinbre des fac- 
teiirs d’lm type, qui seront formes d’une somme de deux carres, 
sera V indice de ce type. 

2° Les formes quadratiques a n indeterminees sont reductibles 
par des substitutions reelles a /z 4- i types distincts, dont Pun est 
la somme + - . . des carres des indetermindes, les 

autres s’en deduisant en faisant preceder da signe fnoins le carre 
de Pune, de deux, etc. ou de toutes les indetermindes. Nous nom- 
merons indice d’un type quadratique le nombre des carres qui 
sont ainsi precedes du signe moins. 

La proposition relative a Peqiiivalence reelle des formes decom- 
posables en facteurs revient a la notion eleinentaire des racines 
reelles. ou imaginaires des equations algebriqucs; cclle qui con- 
cerne les formes quadratiques, a la distinction geoinetrique des 
diyerses courbes ou surfaces dn second degre, dans les cas de trois 
ou quatre indeterminees. 


III. 

Les considerations precddentes impliquent ce theoreme : que 
deux types dijferents ne peiwent Hre identifies par aucune 
substitution reelle ; elles condiiisent aussi a la recherche des 
conditions qui doivent etre remplies par une forme pour qu’elle 
soit reductible a un type donne. Pour les formes quadratiques, 
M. Cauchy a donne Pexpression suivante de ces conditions. Soient 
/(^o, . .^Xn-\) la forme proposee, A/ Pinvariant de la forme 

a i indeterminees, qu’on obtient en faisant 

Xi = 0, — 0, 57 / 4-2 = 0, . . . , xa-x = o ; 

le nombre des termes negatifs de la suite 




223 


THEORIE DES FORMES QUADRATIQUES . 

donnera immediatement I’indice du type auquel appartient la forme 
proposde. Le premier terme A, est le coefficient de xl, et il faut 
remarquer que, si Time des quantiles A, A,, par exemple, vient a 
s’evanoiiir, on devra considerer les deux termes et comme 
donnant. Fun xm signe plus et Fautre un signe moins. Remarqiions 
qix’en appliqnant la meme regie a line transformee de / les quan- 
tiles A,, Ao, ... cliangent tontes en general, mais de maniere que 
le nombre des termes positifs et negatifs de la nouvelle suite soil 
exactementle nombre des termes positifs et negatifs de Fancieiine. 


IV. 


Un premier point de contact entre la tb^orie des formes decom- 
posables en facteurs et la tli6orie des formes quadjratiques con- 
siste en ce que la counaissance des caract^res propres aiix divers 
types quadratiques, que fournit si simplement la methode de 
M. Cauchy, siifflt pour aiTiver a la distinction des types factoriels. 
Soil, en effct, 

F = Uq Ul . . . U;i-^ 


la forme proposee, ui d($signant la meme chose qu’au § I; il est 
ais6 de voir que les coefficients de la forme quadi'atiqiie 



Ua-iJ 


s’exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type facto- 
riel de F et le type qiiadratique de cp ont preciseinent mime 
indice. Alors, si Fun des deux determine Fautre, j’ajouterai la re- 
marque suivante : 

Soil to une fonction i^ationnelle quelconque des quantiles 


et faisons 


h 

— } 
a 


c 

— } 
a 


k 
— ) 
a 




/ hi Ci 

I — j — , 

\ CLi Cti 


ki 

, 

at 




quelle que soil Find^termin^e les coefficients de la forme 

__i /MV ^ /M V vv-h. . .H- /^y 

z — wq \ao/ - 2 — toi Vi/ ^ — W2 \a2/ *’ ^ 
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s’exprimeront encore rationnellement par ceux de F, ou I’indice 
du type quadratique auquel appartient ceLle nouvelle forme sera 
rindice du type factoriel de F, augment^ du nombre des quan- 
tiles to qui sont superieures a Ainsi le nombre des quantiles to 
qui sont comprises enlre deux limites Zq et sera determine par 
la difference entre Tindice du type quadratique / pour z = Zq et 
rindice du type quadratique de la meme forme pour z =Zi, 


V. 

Arrivons maintenant a la question de Tequivalence arithmetique 
de deux formes decomposables en facteurs, et des transformations 
semblables de ces formes. Cette recherche, que nous allons rap- 
procher de celle qui est relative aux formes quadratiques inde- 
finies, repose sur les principes suivants : 

Designons par mod- u le carre du module d’un fac teur lin^aire 
quelconque de F, c’est-a-dire le carr^ de ce facteur, s’il est 7‘ee/, 
ou le produit qu’on obtient en le multipliant par le facteur con- 
jugue s’il est imaginaire ^ Nous considerons en mSme temps avec F 
la forme quadratique definie 

^ = Xg mod’^zio H- mod^ n- X| mod2w2 -h. . .-1- mod^ 

ou les quantites )^sont des inddtermindes rdelles quelconques aux- 
quelles nous donnerons le nom ^ arguments j et nous aurons les 
propositions qui suivent : 

1 ° Concevant qu’on calcule toutes les substitutions propres a 
reduire cp, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi- 
nite de transformees dont nous ddsignerons I’ensemble par le sym- 
bole (F). Cela etant, si Ton opere de meme sur ime autre forme F^, 
et que F et F^ soient arithmdtiquement equivalentes, (F) et (F^) 
seront identiques. L’opdration de reduction est faite ici dans le 
sens que je lui ai donne dans la troisieme de mes Lettres a M. Ja- 
cobi sur la thdorie des nombres. 

En supposant enliers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites 
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deteriTiiiK^es par une seule fonction des coefficients de F, a savoir 
Finvariant A. 

S'" Si Fon d6signe par if Fune des formes de (F), il n’j aura au- 
cune transformation semblable de £ qiii ne soit donnee par le calcul 
aritbmetique de (F) tel que nous I’avons defini. 

Toiites les formes F, a coefficients entiers et de meme inva- 
riant A, sont r^ductibles a un nombre fini de classes distinctes. Une 
application de cette derniere consequence, que nous allons indi- 
quer en pen de mots, conduit a une notion importante sur les ra- 
cines des equations a coefficients entiers. 

Soit 

ax^ -}- . . -4- -f- e — a(ii? — < 2 o) (a? — ai).. .{x — an~i) = o 

une equation a coefficients entiers de degre n. Representons par A 
cette fonction entiere des coefficients a, p, ... a laquelle les Geo- 
metres anglais ont donne le nom de discriminant, et qu’on pent 
definir ainsi 

le second membre renfcrmant le produitdes carres des differences 
des racines prises deux a deux. Si Fon pose 

Ui = 370 H- -h aj X^ af~^ Xn~l , 

et qu’on considere la forme 

F = Uq Ui U^.. . Un-x^ 

les coefficients de cette forme seront tous entiers; et, d’apres la 
definition que nous avons donnde, son invariant reproduira pr^- 
cisement le discriminant A. Observant done que deux equations 
differentes, donnant lieu a des formes F aritlimetiquement equi- 
valentes, sont reductibles Fune a Fautre par une substitution ra- 
tionnelle, on arrivera a ce theoreme : 

Les equations nunieriques, en nombre infini , pour lesquelles 
le discriminant a une m&me valeur, ne contiennent qiCun 
nombre essentiellement limite d‘ irrationnalites distinctes. 
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VI. 


Considerons actiiellement une forme qiiadratique quelconque 
indefinie el k rt indeterminees. Cette forme appartiendra a im 
type d’indice different de zero ; de sorte qu’on poiirra trouver 
d’line infinite de manieres fonctions lineaires rc^elles^ 

Un-A j telles qu’on ait 

H- uj -1- ul^ +. . .+ ul _, . 


Supposons d’abord connu un seul systeme de pai^eilles fonctions : 
tous les aiitres s’obtiendront en posant 


= — U2 


■ U^ 






et en determinant I’expression la plus gen^rale des quantities U par 
les quantiles u. Cela revient a la recherche alg^brique des substi- 
tutions semblables du type qiiadratique d’indice i. Or la mdthode 
donnee dans mon premier article sur les formes ternaires s’ap- 
plique a des formes d’un nombre quelconque d’inddtermindes, et 
conduira a exprimer rationnellement cette substitution au moyen 
de ~n{n — i) quantiles arbitraires (^). Nous leur donnerons le 
nom arguments, car on va voir qu’elles jouent le meme r61e 
que les quantiles \ du § V. 

En effet, nous considerons, en meme temps que la forme ind^- 
finie proposee F, la forme d^finie 


et nous aurons les propositions suivantes : 

I® Concevant qu’on calcule toutes les substitutions propres a 
reduire o, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi- (*) 


(*) On pourrait, sans recourir k ma th^orie, d^diiire ces expressions de celles 
qu^a donnees M. Cayley, pour le type d’indice z^ro. Voyez, dans le Journal de 
Crelle, le beau Memoire, sur les determinants gauches, du savant g^omdtre an- 
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nite de transformees dont nous designerons Tensemble par le sym- 
bole (F). Cela fait, si deux formes F et F^ sont arithmetiquement 
equivalentes, (F) et (F^) seront identiques. 

2 '’ En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auroiit des limites 
deterinindes par une seule fonction des coefficients de F, Finva- 
riant A. Un exemple des limitations de ces coefficients a ete donne 
dans mon premier article, pour le cas des formes ternaires. 

3“ Si Fon designe par £ Fune des formes de (F), il n’j aura au- 
cune transformation de £ en elle-meme qui ne soit donn6e par le 
calciil arithmetique de (F), tel qiFil a 6t^ ddfini. 

4 ' Toutes les formes quadratiques a coefficients entiers, qui ap- 
partiennent an meme type et ont meme invariant A, sont reduc- 
tibles a un nombre fini de classes distinctes. 

Depuis Fannee 1847 , rencontrais les principes de la re- 

duction des formes definies, j’ai cherche a plusieurs reprises la 
demonstration rigoureuse de ce dernier tbeoreme, et je ne suis 
parvenu qiFapres bien des efforts k la theoide qiFon vient de voir. 
11 me reste a montrer comment, pour les formes binaires de deter- 
minant positif qui appartiennent en meme temps aiix formes qua- 
dratiques indefinies et aux formes decomposables en facteurs li- 
neaires, on est conduit au meme resultat en appliquant les principes 
relatifs a ces deux cas. 

Ayant fait 

F = -h 2Bxy -h = {ax -1- by){a'x -h b'y) = uu\ 


nous aurons d’abord cette expression par le type quadratique 
binaire d’indice un^ savoir : 


en posant 
Soient ensuite 


F = V2~-V'2, 


U — W = 2V^ 

U = av 4- a'v', U' = 4- p'v', 


et determinons les constantes a, a', |3, [3' de maniere a obtenir 
identiquement 

U2 — U'2 = V2 — V^2. 
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On posera pour cela 

aa'— = oi'^ p = -^ i , 

d’ou il sera facile de conclure 

P2 = a'2, p = a2. 

Or la forme definie f etant 

^=:U2_^U'2=:(av4-a^/)2-4-(pV )2 , 

elle deviendra par ces relations 

cp = (a2 -4- p2)v2 -1- ^(aa'-i- pp') v'/4- (a'2 _i- p'2 ^ 

= (a^ _j_ a'2) (v2 -t- v^2) _|_ ^aa'vv'. 

Remettant maintenant an lieu dev et v' leurs valeurs en u et il 
viendra 

(p = i (a2 -f- a'2) (w 2 aa'(M2 — u'^) = 1 (oc oc')^ 1 (a — a'y u '^ ; 

ce qui est precis^ment la forme quadratique definie a laquelle on 
serait amene, d’apres le § V, en consid^rant F comme appartenant 
aux formes d^composables en facteurs lin^aires. (Je reprendrai, 
dans un Memoire special, la distribution en p6riodes des formes 
de determinant positif, pour completer et mettre fin en quelques 
points a ce que j’en ai deja dit dans un Memoire sur Fintroduction 
des variables continues dans la theorie des nombres.) 


VIL 

Pour completer ce qui nous reste a dire des principes communs 
a ces deux grandes theories arithmetiques des formes quadra tiques 
a un nombre quelconque d’indeterminees, etdes formes decompo- 
sables en facteurs lineaires, nous allons exposer comment on doit 
concevoirPoperation de la reduction continuelle de Tune en Tautre 
des formes precedemment designes par f. Nommons S, . . . 

la serie des formes contenues dans (F), F designant soitune forme 
quadratique, soil une forme a facteurs lineaires, et S, S', S", . . . 
les substitutions par lesquelles on les a respectivement tirees de F. 
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En effectuant chacune de ces substitutions dans cs on aura les 
transformees correspondantes qui seront reduites 

pour certaines valours de lours arguments. Or, il est tres facile de 
voir, pour Tune et Fautre des formes cp, que toute transformee telle 
que ^ pent s’obtenir directement pari^, d’apres le mode meme de 
formation de o au moyen de F. Maintenant, pour arriver a saisir 
Fenchainement de ces operations arithmetiques de reduction con- 
tinuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs pos- 
sibles, nous observerons que, au lieu d’operer toujours sur cette 
meme forme cp, pour en ddduire successivement on 

pent concevoir Tune quelconque de ces formes, obtenue au moyen 
d’une autre precedemment reduite, en y introduisant les valeurs 
des arguments pour lesquelles elle a cesse de Fetre, et lui appli- 
quant alors la methode g^n^rale de reduction. 

Or ici est Forigine d’une notion importante, que nous allons 
presenter d’abord, dans le cas particulier de deux arguments va- 
riables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordon- 
n^es d’un point rapport<^ sur un plan a deux axes fixes, de sorte 
qu’a tout point de ce plan corresponde une forme o entiere- 
ment determinee. Inddpendamment de toute connaissance sur la 
nature analytique des conditions que doivent remplir les coeffi- 
cients d’une forme reduite, on peut concevoir Fexistence d’une 
courbe separant les points du plan auxquels correspond une 
forme <E>, toujours rddiiitc, de ceux auxquels correspond une forme 
qui ne Fest plus. Cela posd, soient, a une distance infiniment voi- 
sine de cetle courbe, S', S", S'", . . ., les diverses substitutions qu’il 
faudra successivement employer pour r^duire de nouveau^; nous 
nommerons reduites adjacentes a les transformees 
qu’on obtiendra en faisant ces substitutions dans Et, si Fon ap- 
pelle S la forme de (F) a laquelle ^ correspond, nous donnerons 
le nom de formes contigues a iT, aux transformees ir", -f"', . . ., 
qui en resultent par les substitutions S', S", S"'", .... Dans le cas 
general, considerons Fensemble des valeurs des arguments pour 
lesquelles une forme ^ est reduite, ces valeurs etant telles que 
cette forme cesse de Fetre lorsqu’elles subissent une variation in- 
finiment petite. Nommons encore S', S", ... la totalite des substi- 
tutions propres a r^duire ^ de nouveau, dans cette hypothese d’un 
changement infiniment petit dans les arguments : les reduites ad- 
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jacentes seront les transformees . . . qui resultent de ^ par 

les substitutions S', S'', . . . ; et, en nommant £ la forme correspon- 
dante de ^ dans (F), ses contigues seront les transformees JF', 
i", .. . qui s’en deduisent par les memes substitutions. 

Cette notion des reduites adjacentes conduit a imaginer la dis- 
position grapliique suivante ducalcul ari thin clique de la reduction 
continuelle de o : 

Ayant represente par les designations abregees <I>, ... la 

serie indefinie des reduites quadratiques qui correspondent cha- 
cune a une forme de (F), nous concevrons qu’on fasse avec toutes 
ces formes un tableau dans lequel chacune d’elles sera immedia- 
tement environnee de toutes celles quilui sont adjacentes, et aux- 
quelles on la joindra par autant de traits. De la sorte toute forme <E> 
se trouvera reunie par deux traits a une autre car ayant 
pour adjacente reciproquement aura pour ad jacente ^I>. Main- 
tenant, si Ton place sur chaque double trait une designation abregee 
de la substitution par laquelle Tune des deux formes depend de 
son adjacente, on aura la reunion de tons les elements du calcul 
aritlimetique dont nous avons essayd de donner une image claire 
et sensible. 

On pourra encore, dans le tableau ainsiobtenu,remplacerchaquc 
reduite quadra tique par la forme iF qui lui correspond dans (F) ; en 
conservant d’ailleurs toutes les indications de substitutions. De la 
resultera une disposition par groupes de formes contigues^ dont on 
va voirFusage dans la demonstration du theoreme suivant. 


VIII. 

Lorsque les coefficients de la forme F sont entiers, qae cette 
forme soit quadratique on decomposable en facteurs linAaires, 
il existe un nombre fini de substitutions semhlableSj telles 
qu^on pent exprinier ^ par les produits des puissances de ces 
substitutions j toutes les transformations de cette formeen die- 
mime. 

Je dis en premier lieu qu’il siiffit d’etablir ce theoreme pour une 
forme determinee ir, de Fensemble (F). Supposons, en effet, que F 
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se change en £ par la sobstitulion S, en d^signant indefiniment 
par S les substitutions seinblables de £ : toutes les substitutions de 
m^me nature relativement a F seront donn^es, comme on sail, par 
la formule Cela pose, admettons que S s’exprime par le 

produit de diverses substitutions S'''", . . de sorte qii'on ait 

par exemple 

En posant 

on Yerifiera de suite la relation 

p p; pff pw/ 

On Yoit par la comment a toute expression de la substitution S, 
par un produit d’auLres substitutions, correspond une expression 
toute semblable pour la substitution T. 

Cela pose, soit <[> la forme quadratique qui correspond a £. Cette 
forme sera I'eduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais, 
en les faisant vai'ier de nouYcau, et consid^rant I’ensemble des 
substitutions qui se prc^sentent successivement pour la r*(^duire, 
nous avons fait la remarque (§ V ct VI, 3'’) qu’il n’y avait aucune 
transformation de en elle-meme qui ne soit comprise dans cet 
ensemble de substitutions. Enpartant de cette proposition, qui esl 
fondamentale pour ce que nous aliens avoir a dire, nous raison- 
nons comme il suit. 

Supposons form(§ le tableau complet des formes de (F), dispos6 
par groupes de formes contigues, ainsi qu’on Fa expliqu^ plus 
haut. En vcrtu du second tlu^oreme des § V et VI, ce tableau ren~ 
fermera, rdp6t(^es une infinite de fois chacune, un nombre essen- 
tiellement limits de formes diffc^rentes. Ainsi il s’agit de saislr, en 
general, par quel enchamement de substitutions on pent toujours 
Her deux transform^es identiques occupant dans le tableau deux 
places distinctes. 

Pour y parvenir, nous concevrons qu’on groupe les formes du 
tableau de la maniere suivante : 

Partant d’abord de £, nous la joindrons k toutes ses contigues,. 
pour en faire un premier groupe (A). Ensuite nous regarderons la 
totality des formes contigues k (A) comme formant, dbme part, 
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(A) liii-meme, et de Tautre un second groupe (B). Nous continue- 
rons de meme en regardant les formes contigues a (A) et (B) 
comme formant, d’lme part, (A) et (B) et, de Tautre, im troisieme 
groupe (C). Enfin, ayant en general obtenu les groiipes (A), (B), 

(C) (K), le suivant (L) sera defini comme r^unissant les formes 

qui, sans appartenir aux groiipes precedents, leurs sont contigues. 

Cela pose, j’observe que si deux formes egales a iF se pr^sentent 
a deux places dilferentes dans le tableau general, et qu’on les prenne 
Tune et Pautre pour points de depart d’une disposition par groiipes, 
on arrivera identiquement aux m^mes r^sultats. On serappelle, en 
effet, que toute forme quadratique $ se d^duit directement de sa 
correspondante dans Fensenable (F); de sorte que deux trans- 
formees egales dans (F) ramenent des formes quadratiques offrant 
les memes fonctions des argunoents et, par suite, les m^mes ope- 
rations de reductions successives. 

Cela etant, considerons les groiipes siiccessifs dans lesqiiels on 
retrouve la forme ir, qui a ete prise pour point de depart. Aiitant 
de fois cetle forme se trouvera reprodiiite dans un groupe, aiitant 
on aura de transformations en elle-meme. Nommons S, S', S'', .. . 
ces substitutions. De ce que nous avons dit precedemment r^- 
sulte que ce sera toiijoiirs I’line de ces substitutions qii’il faiidra 
employer pour passer de £ (quelle que soit sa place dans le tableau) 
a la meme forme placee dans le groupe le plus voisin. Done, de 
proche en proche, on voit que la substitution a faire pour passer 
generalement de iF a la meme forme, placee en tout autre point, 
resultera necessairement de la combinaison successive des substi- 
tutions fondamentaies S, S', S", .... 


IX. 

II est possible de reduire de moitie le nombre de ces substitu- 
tions fondamentaies; car on demontre imm^diatement, comme con- 
sequence de la maniere dont.elles ont et6 obteniies, qii’on y troiive 
simultanement S et S S' et • Mais e’est seiilement pour 

les formes decomposables en facteiirs lineaires que j’ai pii obtenir 
Fexpression du nombre des substitutions fondamentaies, entiere- 
ment independantes. II est alors le meme que celui des arguments 
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essentiellement distincts dans la forme quadratique cp, c’est-a-direj 
comme nous Favons annonc6 an commencement de ce M^moire, 
la somme diminuee d’une unit^ du nombre des facteurs lineaires 
reels et du nombre des couples de facteurs imaginaires conju- 
gu^s. La demonstration de ce thdoreme (^) sera pour nous Fobjet 
d’un M^moire particulierj dans lequel nous montrerons comment 
nos principes s’appliquent a Fetude des Equations algebriques dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Nous terminerons en re- 
marquant que la presence d’un nombre illimit^ d’ entiers arbitraires 
dans les transformations semblables des formes ternaires r^sulte 
des considerations prdcedentes. Car en supposant, pour fixer les 
idees, deux substitutions fondamentales S et S^j Fexpression ge~ 
nerale des transformations semblables serait de la forme 

m, n, /?j q etant des entiers positifs ou negatifs. Or aucune reduc- 
tion ne saurait avoir lieu entre les nombres m, /i, . . a cause de 
Fimpossibilite de permuter deux substitutions distinctes, comme 
nous Favons demontree (§ IX, partie). 

Paris, juin i853. 


( ’) II ne semble pas que M. HermiLc soil jamais rcvenu sur ce th6orcme, qui 
pr6sente une grande analogic avec le ih^oreme de Diriclilet sur le nombre des 
unitds complexes fondamentales dans un corps algdbrique. E. P. 
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SECOND MEMOIRE. 

On sait avec quelle facility on a pu (^Lendre aux nombres com- 
plexes de la forme a 4- b\J — i la plupart des notions arithmc- 
tiques fondamentales relatives aux nombres entiers r^els. Ainsi, 
des propositions dlementaires qui se rapportent a la divisibilitdj on 
est parvenu rapidement juscjii’a ces propria t(^s plus profondes et 
plus cachees c|ui reposent sur la consideration des formes quadra- 
tiqueSj sans rien changer d’essenliel aux principes des nu^thodes 
propres aux nombres r^els. II estcependant certaines circonstances 
ou celle extension parait exiger des principes nouveaux, etouFon 
se trouve amen^ a suivre, dans plusieurs directions diffdrentes, 
Fanalogie entre les deux ordres de considdrations arithmetiques. 
Nous nous proposons d’en offrir ici un exemple, auquel nous avons 
ete conduit en ^tudiant la representation d’un nombre par une 
sornme de quatre carj'es. Voici d’abord la m^thode nouvelle que 
nous avons suivie dans cette question. 

I. 

D6signons par A un nombre entier impair ou impairement 
pair; nous commencerons par etablir la possibility de la con- 
gruence 

H- I ^ 0 ’ (mod A). 

A cet effet, soit d’abord 

A ^ e 


(mod 4) 
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e repr^sentaixt -f - 1 ou — i . La progression arithmetique ayanl 
poor terme gene^ral 

4 -4- f2E A — I 

ne contiendra quo des nombres ~ i (mod 4), puisque 

2eA--I= 2£2 — 1 = I ('jnod 4). 

J’observe ensiiite qiie le premier terme, 2 £A — i, et la raison 4 A 
sont premiers entre eux, car on a identiquement 

4.AA — (asA — i)(2£A-i-i) = i. 

Done, d’apres Ic ihdor^ine ddmontre par M. Dirichlet, cette pro- 
gression contiendra line infinite de nombres premiers qui seront 
= I (mod 4)j et, par suite, ddcomposables en deux carves. On 
poiirra foire ainsi, pour une infinite de valeurs de i>, 

4A5-f-2eA — I = 

d’ou Ton conclura 

-H 4- I ^ 0 (mod A). 

Soil, en second lieu, 

A ™ 2 (mod 4)* 

Tout ce qui precede subsistera relativement a la noiivelle pro- 
gression ayant pour terme gdndral 

2 A^ 4- A — I. 

Ainsi, la possibility de la congruence 

cc- I = 0 (mod A) 

se trouve etablie, pour tout module impair ou double d’un nombre 
impair. 


IL 

Considdrons maintenant la forme quadratique definie a quatre 
indytermindes 

f = ( Aa? -h 4- P uY 4- ( Ajk 4- aw — 4- 4- w®, „ 

ou les nombres entiers a et j3 satisfont a la condition 
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L’invariant A de cette forme sera, en valeur absolue, ; 
s’obtiendra en mullipliant I’invariant de 
X2-t- Y2 h-Z’h-U2, 

qui est Vunite^ par le carre du determinant de la substituti 
neaire 

kx H-a^ -i-pw = X, 
ky a. u — =y, 

^ = Z, 
w = U; 

et Ton trouve Men facilement que ce determinant est A^. 

etant, cherchons, pour des valeurs entieres des indetermine 

minimum de cette forme. D’apres im theoreme que j’ai don 

general [voir mes Lettres a M. Jacobi), il sera au-dessous 
z 

limite et, par suite, d’apres la valeur de A, mo 

que 2 A. Mais il est aise de reconnaitre que les nombres repi 
tables par /sont necessairement = o (mod A); done ce min 
ne peut qu’etre A lui-meme, qui se trouvera ainsi decompo 
line somme de quatre carres. 


III. 

On peut rapprocher la demonstration precedente des met 
relatives a la representation des nombres par les formes qi 
tiques binaires, en la presentant sous le point de vue su 
La forme 

~ k{x'-\-y-)-^ ^a{zx yu) •x^{xul — zy) (^s 

a ses coefficients entiers, et pour invariant V unite. Elle est 
equivalente a 

X2-+-Y2H-Z2-HU2, 

reduite unique qu’on obtient pour les formes quaternaires de 
dont I’invariant est un. Soit done 

X = mx mfy -h m!' z H- m!" 

Y — nx y n" z 

Z = px -H p'y 4- p"z -h p"' u, 

V = qx ■+■ q'y 4 - q" z 4- q"' u 
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une transformation de Tune de ces formes dans Tautre : on trou- 
vera, en comparant les coefficients de x- et j/--, les representations 
suivantes du nombre A, par line somine de qiiatre carres : 

A = m2 -4- -f- jc>2 ^2^ 

A = m'2 H- n'2 H- ^'2 ^'2. 


Pour decomposer en deux carres im nombre A, relativement au- 
quel — I est residu quadratique, il faudrait de meme considerer la 
forme 

a2 -4- I 

A 272 4- %zLXy 4 ^ — JK-) 


ou Ton suppose 


a2 4~ I ^ O 


(mod A), 


et la substitution qui la lie a sa reduite X-H- Y^. Mais les conside- 
rations suivantes rattacheront a un ordre d’iddes plus generales 
I’analogie que nous indiquons entre ces deux questions. 


IV. 

Representons par el w les variables imaginaires 
x-^y\/—i, ^4-w/— I, 

et par Tq et Wq leurs coiij uguees 

X — y \/ — I, z — us/ — I. 

Soil de meme 

V =X4-Yv/-^, W =Z4-U\/-“, 

Vo = X — y Wo = z — u 

on pourra distinguer dans Fensemble des substitutions redles 
entre les deux groupes de variables u d’une part, X, Y, 

Z, U de Fautre, celles qui sont exprimables ainsi : 

p = a V 4-6 W, (p = c V •+• d W, 

Po = ^0 ~ <^0^0 do'^Q^ 

oil a, b, c, d sont encore des quantitds imaginaires quelconques, 
et ^0, feoj ^0? da leurs conjugu^es respectives. On obtient de la 
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sorte line classe parfaitement definie de substitutions r^elles, par 
rapport auxquelles on peut se poser les questions fondamentales 
de la comparaison des formes quaternaires : les deux problemes 
de Tequivalence algdbrique, de r^quivalence arithm^tique et de la 
representation des nombres par ces formes. Pour I’objet que nous 
avons en vue en ce moment, nous nous bornerons aux formes qua- 
draliques suivantes : 

f— -4- Bo “+- Cwwqj 

dans lesquelles les coefficients extremes A et C sont supposes 
reels, tandis que les coefficients moyens B, Bo sont des quantiles 
iinaginaires conjugu6es. Consid^r6es par rapport aux variables 
primitives ces formes sont enti^rement r^elles, mais 

leur etude, au point de vue des substitutions que nous avons 
precddemment definies, repose essentiellement sur I’emploi des 
nombres complexes. On est alors conduit a leur attribuer un mode 
d’existence singiilierement analogue a celui des formes quadra- 
tiques binaires, bien qu’elles contiennent essentiellement quatre 
indeterminees. 

Les considerations suivantes, que nous pr^sentons comme une 
premiere esquisse d'une theorie vaste et feconde sur laquelle nous 
reviendrons a Tavenir, offriront plusieurs exemples de cette dtroite 
analogic avec les formes binaires; mais on y verra en meme temps 
le germe de notions arithm^tiques toutes nouvelles, qui m^ritent 
peut-etre de fixer un instant Fa ttention des G^om^tres. 


V. 

Le fait algebrique, sur lequel repose en entier la theorie des 
formes 

y — A -f- B vuq -f- Bq —h G uiioj 
consiste en ce que la substitution 

( U = c \ -f- Uq^ Cq\q -j- (3^0 Uo 

conduit a une transformee semblable 

F = .21 Wo U VUo H- l^oUVo H- CUUo, 
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dans laquelle les coefficients extremes et € sont reels comme 4 
et C, les coefficients moyens U et !5o etant des quantiles ima<ri- 
naires conjiigii^es comme B et Bq. On a, en effet, 

% = k.a ao - 1 - B a Co -H Bq^oC -t- Gc Cq = /(a, c; Cq), 

0 = A 6o -H B <z cIq-^- Bo c bo C c d^— cl -j- c ~ > 

db dd 

Uq = A <2o ^ 4- Bo <3^0 -f- B Co ^ *4- G Co -+- cn , 

dbo ddo 

C = Kb ^0 B b <^0 H“ Bo^o^ Gc/ c^o = y(^j ^0) ^o)i 

et ce que nous disons r^sulte immediatement de ces formules. On 
en tire ensuite les consequences suivantes : 

I® On a le tlieoreme 


|5|3o — 51C = {ad — be) {a^d^ — ^oCq) (BBq — AC). 

Ainsi I’expression BBo — AC jouera dans notre theorie le rdled’w- 
variant. Nous la designerons par A. 

Nommant m et n deux constantes imaginaires quelconques, 
et Uq leurs conjaguees, et posant 


dUL 

jjlic = U, 


^0 


iL. 


no^o — riQUo Uq, 


ce qui sera une substitution comprise dans la forme analjtique g^- 
nerale des substitutions (i), je dis qu’onaura 

/(p, u; t^oj Uo)f{m,n; nio, n^) = YVo — AUUq. 

Effectivement, cette relation n’est autre que celle du theoreme 
precedent, dans laquelle on a mis et u an lieu de a et c, m et n 
au lieu de b et d. Nous allons Yoir qu’elle donne tout ce qui con- 
cerne I’equivalence alg^brique des formes /. 

Supposons d’abord A positif, et mettons V y/A au lieu de V, il 
faudra au lieu de Vq prendre Vq y/A, et alors la forme / deviendra 

A(VYo-^UUo) 

f{ni,n;mo,no) 

Mais, si A est negatif, en remplagant V par Vy/A, il faudra 
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mettre —Yq\/I pour la quantile conjuguee, el alors / devienclra. 

-A(VVo-hUUo) 
f{m, n\ /Hq, no) 

Enfm, par une nouvelle substitution qui consistera a multiplier 
etUd’une partjVo etUo de Tautre, parunfacteur el son conjugue , 
on obtiendra, an lieu des deux formes precedentes, celles~ci : 

± (Wo - UUo), i (Wo -h UUo). 

Nous en conclurons ce thdoreme : 

Les formes f peuoent toujours par les substitutions (i) 
ramenees a Vun des trois types quadratiques qiiater naires 
dHndice zero, dHndice deux ou indice quatre. 

VI. 

Ce qui precede montre que les formes f sonl definies on inde— 
finieSy suivant que Aest negatif ou positif. Nous pourrions aussx 
en conclure que, relativement aux substitutions (i), elles ne saix— 
raient avoir d’autre invariant que la fonction A ou ses puissances . 
Mais, pour abreger, nous arrivons immediatement aux principes 
relalifs a la representation des nombres. 

Rappelons d’abord qu’en d^signant par m et n deux entiers 
complexes sans diviseurs coinmuns, on pent toujours trouver derxx: 
autres nombres complexes u et v, tels qu’on ait 

mv — njjL = I. 

Car, si Ton cliercbe par le precede de M. Diriclilet le plus graxidL 
commun diviseur entre m et /z, il est aise de voir qu’un reste do 
rang quelconque dans cette operation s’ exprime toujours par uxio 
somme de multiples complexes des nombres in tin. Le derniox' 
de ces restes ajant, dans le cas present, \ unite pour norme, pourm 
done s’obtenir sous la m^me forme ; d’ou se conclut de suite la. 
possibilite de la relation propos^e. Cela etant, nous aurons los 
theoremes qui suivent : 

Si un nomhre M peut etre represente par la formef^ 
maniere que les valeurs complexes des indeterminees ^t U y 
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(^0 Uo soient premieres entre elles, V invariant A sera congrii 
suwant le module M. ala somme de deux car res. 

Supposant eii efFet 

M = /(/n, /i; /7io, tiq), 


et determinant |jl et v par la relation 

mV n |JL = I; 

Tequation deja consideree 
f{m,n] Wo, 


/ df df 


mo 


d]Xo 


•/io ^ — /z.^) (woVo — /loFo) 

0^0 I 


donnera 




d[k 


a 

d^i 


d£_ 

d^o 


df\ 


(mod M). 


Or le second membre, etant la norme de Pexpression "i" 
est une somme de deux carr^s. 

Nous voyons par la qii’a toiite representation propre de M par 
la forme /est attach^e une solution de la congruence 


en prenant 


X- ^ A 


(mod M) 


X ^ y \J — X ~ m -T — \- n 


a 

d\L 


a 

d'^' 


D’ailleurs, quels que soient et v dans la relation mv — n^= i , 
les diverses valeurs qui en rdsulteront pour ^ ely seront congrues 
suivant le module M. 

Si le nombre M peat &tre represent^ par en dormant 
aux indeterminees v et u les valeurs premieres entre elles m. 
et fi, et d leiirs conjugates les valeurs Aq, et que le nombre 
complexe 

X -\-y yj — I 

soil la valeur de V expression 

df 

ni, • 

les deux formes 

f et F = MWo + {x -t-r \/~i ) VUo + (a?-jK U Vo-H ~ U Uo 


i£- 

d'i 


H. — I. 
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seront arithmetiqiiement equwalentes par la substitution 

p = my 4- p.U, pQ = ni^y^ 4- (AqUo, 

W =: n V 4- V U, Uq = no Vo -4 Vo Uq, 

oil les entiers complexes /n, /z, a, v verijieront la relation 


m^i — n (JL = I. 


3*’ On remarqiiera la complete identite des theoremes qiii pre- 
cedent avec ceux des paragraphes jS4, 155 et 168 de FOuvrage de 
M. Gauss. II en resulte qu’il n’est aucune representation propre 
de M par la forme / qiii ne puisse s’obtenir en calciilant toutes 
les expressions 

F = MVV„ + (a; v/37) VUo + V„ U + UU„ 


compos^es avec le nombre M et les entiers complexes x 
solutions de la congruence 





-T- ^ 


(mod M), 


et cherchant ensuite les transformations de f en cliacune de ces 
formes. Et toutes ces representations seront distinctes, si les for- 
mules de transformation sont comme ci-dessus : 


p = mV 4- [xU, Vq = mo Vo 4~ 4oUo, 

n=:::nV4-vU, ZZq “ ^0 Vo 4- Vo Uo, 
les entiers zn, zz, [a, v verifiant toujours la condition 

V — n [A = 4- I . 


VIL 

Apres avoir fonde sur des principes identiques k ceux de 
M. GausSj pour les formes binaires, les elements de notre theorie, 
nous pourrons cependant voir se presenter deja deux notions 
arithmetiques nouvelles et qui lui sont entierement propres . La 
premiere consiste dans les divers ordres d’equivalence auxquels 
conduisent les substitutions 

p— mV4-^U, = ^oVo 4 - [AqUo, 

w = zi V 4“ vU^ Uq — tiq Vo 4” Vo Uoj 



mv — n[JL = -i- I, 

771V — n |JL = — I , 

771V — n IX — -\- \/ — 1, 

771V n (JL = — / — 1 . 

Nous r^servons pour un autre M^moire F^tiide approfondie des 
Lrois ordres d’equivalence impropre. La secondcj que nous von- 
Ions etudicr des a present, consiste dans ]a forme nouvelle que 
vient prendre ici le caractere qaadratique d’un nombre par rap- 
port a un autre; car, an lieu de la congruence 

“ A (mod M) 

de la theorie des formes binaires, nous avons la suivante : 

(mod M). 

Pour plus de gen^ralitd, nous consid^rerons I’^quation 

-h s A ( mod M ), 

qui se presenterait dans la thdorie des formes analogues a /, mais 
ou Ton introduirait des nombres complexes x-{-y \/ — A an lieu 
des nombres — i. La possibility de la rdsolution, et, ce 

qui est plus difficile, la recherche du nombre total des solutions, 
reposent sur les lemmes suivanls : 

Une congruence a un nombre quelconque dHnconnueSy 
et dont le module est un nombre compost, pent toujours etre 
ramenee au cas oic le module est premier j ou une puissance 
cV un nombre premier, 

Soit, pour fixer les iddes, cp(^, y) une fonction enti^re et a 
coefficients entiers de deux inconnues x et jk? et considerons le 
cas de la congruence 

(mod M). 

Si Ton nomme ses di verses solutions 

^ = r=ri; 

X = x^^, y=y2, 




r = 
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tous les systemes de nombres entiers qui rende 
visible par M seront renfermes dans les formul 

a; = ^i + MX, y—y^-^W 
ij? = ^2 + MX, y =y 2 H- M’ 



^ ■+• MX, JK M 

On aura pareillemenl tons les systemes qui rer 
divisible par im autre entier au moyen des i 
gruence 

que nous representerons par 


11 

11 

il 

11 

II 

11 

- 


Cela pose, s’il est possible de rendre la fond 
fois par M et M', il faudra que Fun des systeme 

x = MX, y = y/. 4- MY 

coincide avec I’un des systemes semblables d^du 
par exemple 

a? = M/ X^ y = -h- M' 

D’ailleurs, si Ton pent obtenir simultanement 

Xk 4- MX = x'f,^ -h M'X', yk 4- MY = j 

pour des valeurs endures de X, X', Y, Y^, c 
tion cp divisible a la fois par M et M^, et, cor 
sont premiers entre eux, par leur produit. Or 
dans ce cas, on pourra determiner deux nomb] 
de inaniere a avoir 

MMo — M'Mi = i^ 

et, si Ton fait 



X = Mo 4- Y = r. 

M, Y' = {y',r - y 
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on trouvera, quels que soientles entiers arbilraires ^ et*/;, 

X]c -+- MX = x’jj -4- M'X' et yj^ MY = y'j.> -f. 

Ce qni pr^c^de subsislant ^videmment, quel que soil le nombre 
des inconnues de la congruence, monlre, comme nous I’avons 
annonce, qu’il suffit de savoir la resoudre lorsque le module est 
premier, ou une puissance d’un nombre premier. 

2“ Si Von designe par p. et p' les nombres de solutions de la 
congruence 

pour les modules M et M', qu'on suppose essentiellement pre- 
miers entre eux, pp' sera le nombre des solutions de la con- 
gruence 

o(a;, jk) = o (mod MM'). 

II r^sulle en elTet des valeurs qu’on vient d’obtenir pourX, X', 
Y, Y' les relations 

de sorte qu’en combinant les ul formules (A) avec les [jl^ for- 
mules (A')j on aura les systemes de nombres 

X = a?/,.^MMo — y = yi-'MMo— ja-M'Mq, 

qui offriront des solutions de la congruence proposee sulvanl le 
module Or je dis qu’on n’aura jamais a la fois 

y'j.mMo-yicM'M',^yirmMo~yiM'M'o ( ^ 

car, suivant le module M d’abord, en observant que M'M' = — i, 
on en conclurait 

Xk = Xij 

yk^yu 

et ensuite, suivant le module M', les memes relations donneraicnt 

Xjy = iTj', 
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On voit qii’on n’aarait pas op6re, coinme il faut le supposer, siu' 
deux systemes {x,,, yu), {x\.,y\), et {xi, yi), {x'i,,y'i,) distincts 
Tim de I’aiitre. 


3® En supposant la congruence y)~o soluble pour 

un module premier, p^ elle le sera e gale meat pour le mo- 
dule si la fonction o est telle qiCon ne puisse avoir d la 
fois 


do 


dy 


(mod/?). 


Dans ce cas^ en designant par tt le nombre des solutions pour 
le module le nombre des solutions pour le module p^ sera 


Representons indefiniment par x=^^y~'f\ 
congruence 




les solutions de la 
(mod />«), 


tons les sjst^mes de nombres entiers, rendant la fonction cp divi- 
sible par p^^ seront compris dans les formules 

a? == 5 H-/?^^X, y ~ 

Cela etant, je dis que sous les conditions dnoncees il est possible 
de resoudre la ineme congruence suivant le module Effecti- 

vement, on pourra determiner pour X et Y des valeurs telles que 

soil divisible par p ^^^ ; car, en developpant, on voit qu’il suffira 
de rendre divisible par p Tensemble des termes 


-Lcp + X^+Y^^?- 


et cela sera toujours possible, si Ton n’a jamais simultandment 


d^ 

df 


= 0 , 


d^ 

dr, 


car Tequation ind^terminee 




(mod /?); 
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sera alors resoluble en nombres enliers. Soil X =Xo, ¥ = Yo, 
un syst^me quelconqiie de valeiirs pour les inconnues X et Y, il 
est ais^ de voir que toutes les solutions possibles seront donnees 
par les formules 




Ys=Y„ 


do 

'4 


(mod/?), 


et que les valeurs de I’ind^lerminec i, non congrues suivanl le 
nnodule p, donneront autant de solutions dislinctes. De la resulte 
cetle expression des solutions de la congruence 






(mod 


( mod }, 


et comme on pent donner a ^ les valeurs o, 1,2, — i, on 

voit qu’en d^signant par le nombre des solutions pour Ic mo- 
dule le nombre des solutions pour le module sera 

~ pr:^n ) . Pqj^ conclut, comme nous I’avons annonc6. 




VIII. 

Les theoi'emes precedents conduisent a une expression gdiieralc 
du nombre des solutions de la congruence cp(^,jy) = o suivanl 
un module compose quelconquCj lorsqu’on connait les nombres 
de solutions pour des modules premiers. Sort, en effetj 

M = /)"/>"« , . , 

Fexpression du module ddcomposd en ses fac tears premiers, et ti, 
. . . , les nombres de solutions ,de la congruence propos^e 
suivant les modules jo, p^, on trouvera pour le nombre [x 

des solutions suivant le module M la valeur suivante : 


p. = p^-^TZ X TTl . X 



Un aura 


[JL = M 


'TTTTi . . . TCg ) ^ 

PPi • • 'PtSi 


Pour des congruences a iin nombre h d’inconnueSj 
formule analogue 


jj. = 


TCTTi . . . 


on 


aurait 


J<x 


Nous allons en faire I’application a la congruence particuliei''^ 
que nous avions principalement en vue, savoir 

(modM). 

Alors la determination des nombres 'tz, . exige C[ii’on dis- 

tingue deux cas, suivant que — A est non residu ou residu de /? - 
Nous allons les traiter successivement. 


jo — A. non residu de p. — Dans ce cas, A lui-meme pent etre 
residu ou non residu de/), de sorte qu’on pent supposer 


3 

O 

III 

< 

> 

III 

1 

(mod /)) ; 

d’oii ces deux formes de congruences 


H- et 

Ay2 ^ A. 

(mod />). 

Or, en faisant dans la premiere. 




111 

(mod />), 

et, dans la seconde, 



X ~ Aav], 

III 

(mod /)). 

elles deviendront respectivement 



^--+-A7]2~i et 

All2 = — I. 



Cela pos6, — A etant non residu de />, on aura 

/— a)'’ = 5 — 7)/— A (mod/j), 

d’ou 


Toutes les solutions des congruences proposees seront done 
donnees par les /> + i nombres complexes ? H-v] \J — A, qui satis— 
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font a Tune ou a I’aiitre des congruences binomes 

zP-^'^ et — i (mod/?). 

Dans les deux cas le nombre 'k des solutions de la proposee, 
suivant le module premier /?, suivant lequel — A est Jion residii, 
sera done 

TT =r/? -h I. 


2 ^ — A residu de p. — Nous pouvons ici donnerime methode 
plus g^n^rale, n’exigeant pas comme tout a Theure que le module 
soit iin nombre premier. Supposanl, en effet, — A residu d’un 
nombre entier quelconque M, on pourra trouver une representation 
propre dece nombre, ou d’un de ses multiples, par la forme prin- 
cipale, X‘ H- Aj/-. Soient KM ce multiple, N une valeur de I’ex- 
pression 

v/^ (mod KM) 

et 


les deux formes 

et KMX2-h2NXYH-MT2 

seront ^quivalentes. Or, soit 

^ = aX-H|3Y, 

^=:.^X-f-aY 

une transformation de Tune dans Tautre. En effectuant cette sub- 
stitution dans la congruence proposee, elle deviendra 

2NXY-i-M'Y 2- A (modM). 

Cela 6tant, on voit qu’on peut attiubuer a Y une valeur entiere 
quelconque, mais sans divisenr commun avec le module M, et 
qu’on trouvera une valeur entiere correspondante pour X, par la 
congruence du premier degr^ 

2NXY~ A-~M'Y 2 (modM). 

Cette congruence sera effectivement soluble, si sN est aussi pre- 
mier avec M ; ce qui revient k supposer le module impair et le 



OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


25 o 

nombre A sans facteurs communs avec ce module, comme on le 
voit par la condition 

N2 4- A ™ o (modM). 

La congruence proposee admettra done autant de solutions qu’il 
j a de nombres moindres que M, et premiers avec M, car on ne 
pOLirra iamais avoir 

^ aX-f-^Y-aX'-i-pY' 

yX-+-oY ~hoY' 

qu’en supposant a la fois 

X ~ X', 

YE=r, 

e’est-a-dire qu’aux solutions distinctes de la transform^e en X et Y 
correspondent necessairement des solutions distinctes de la con- 
gruence proposee. 

Ce qui precede conduit a la valeur suivante du nombre ^ des 
solutions pour un module M, par rapport auquel — A est residu. 
Supposant 

on aura 

^ ^pn-\ (p — i) — I). . . !)• 

En combinant ensuite ce resultat avec celui qui a ete obtenu 
precedemment pour les modules relativement auxquels — A est 
non 7'esidUy on arrive a I’expression generale du nombre des solu- 
tions que nous voulions obtenir. Si Ton suppose toujours 


!! 



on trouvera sans peine pour cette 
suivante : 

expression 

g^n^rale Ja forme 

M r_ /-am r 

/—am 

r /—am 

PPi-'-Pu, r \ P ) j u'* 

\ Pi ) j* * ’ 



dans laquelle ^ ou — i, suivant que — A est j'esidu 

ou non residu du nombre premier p. 


( mod M ) 
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TX. 

Les principes relatifs a la representation des nombres par les 
formes qiiaternaires, que nous etiidions dans ce Memoire, nous 
conduisent a la question dc Tequivalence arithmetique de ces 
formes. Dans cetle nouvelle recherche, nous pourrons suivre 
encore longtemps Fanalogie qui nous a deja servi de guide, et Ton 
va voir s’etablir par la de nouveaux rapports entre la iheorie des 
nombres reels et celle des nombres complexes. 

Nous obtiendrons, en effet, pour la reduction des formes /, 
lorsqiFelles sont definies, des resultats entierement semblables a 
ceux qui concernent les formes binaires de determinant negatif. 
Puis, en faisant de ces resultats les elements de principes nou- 
veaiix pourretude des fonctions homogenes a deux indeterminees 
et a coefficients complexes, nous donnerons un nouvel exemple de 
ridentite des mediodes relatives aux nombres reels et aux nombres 
complexes. Dans ce champ si vaste de recherches, nous nous pro- 
poserons surtout dc revenir sur Fetude des formes du second 
degr6, qui ont (5t6 df^ja Fobjet d’un Memoire important de 
M. Dirichlet. Le tovail du savant geometre laissant de cote la 
question difficile dc la distribution en periodes de ces formes de 
meme determinant, j’essaierai dans un Memoire special de combler 
cette lacune. On aura d’ailleurs, par ce que nous dirons plus has 
des fractions continues complexes, une idee des fractions que nous 
emploierons. 

A toute forme dc[/itiie d coefficients quelconques 
y ^ A ”1- B vuq -t- Bo Po 

correspond toujours une transformee arithmetiquement equi- 
valente 

F = 51 Wo H- 15 VUo -h jBo Vo U -h C UUo, 
telle que % soit non plus grand que dT, et qiC en faisant 
% — m nsj — I, i5o=^ — n sj — i , 

on aity abstraction faite des signes, 
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Concevons qu’on efFectue dans/ toutes les substitutions 

— ^oVo“+"^oFJo5 

w = c V H - ^0 U 05 

ou a, 5 , c, d designent indefiniment des entiers complexes 
determinant arf — bc^ij et < 2 o, leurs conjugues 

pectifs. Cela etant, formons im premier groupe dans I’ensein. ^ • 
des transformees ainsi obtenueSj de celles ou le coefficient de V o 
est le plus petit possible; puis, dans ce groupe, considerons to 
celles ou le coefficient de UUo est lui-meme tin minimum. Je 
que la forme unique, ou les diverses formes auxquelles on pa.x'-" 
viendra de la sorte, verifieront les conditions ^noncees. 

Supposons, en effet, que Pune d’elles soit 

F =^VVo-h®VUo-hlBoUVoH-€UUo 

et qu’on ait 

^ = 772-1-72/ — I, l 3 o= 7 n — n\/ — j. 

Designons par [ji et v deux quantites dont la valeur absolue soil 
Pimit^, et qui aient respectivement le meme signe que m et rz y 
Ton fait dans F la substitution au determinant un 

Y =,Y-ixW, Vo-V'o-(xU;, 

U = U', Uo=U'o, 

on trouvera line transform^e 

F' = it' V' Vi H- 15' U'o -h Wo V'o U' H- r U' U'o , 
dans laquelle 

it' = it, r = %— 2 [JL771 4 - C. 

Or il suit, de la maniei-e meme dont F a 616 d^finie et obtenixe^ 
qu’on aura n^cessairement 

Cfit, rgC; 

et cette derniere inegalite revient a 

2 fx 772^ it. 

Considerons en second lieu la substitution 

Vo = V'o-v/=r7ui, 

Uo = U'o, 


V r. V' 4- V /- J Ub 
U = U', 
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qai est encoi'e au determinant w/i, on arrivera tout a fait de memo 
a la condition 

Ainsi notre theoreme est demontre. 

Nous donnerons le nom de rediiites aux formes F, qui verifient 
les conditions precedentes, et nous reservons pour la suite de ces 
recherclies la discussion complete des divers cas dans lesquels 
deux formes reduites sont ^quivalentes sans etre identiques, cette 
discussion etant intimement liee a celle des divers ordres d’equiva- 
lence impropre dontnous avons parl^ plus haut. 

2 ” Les conditions qui viennent d’etre etablies conduisent im- 
mediatement a la suivante : 

< \ 

et a fortiori 
On en conclut 

2(m — i3|5o), 

ou encore 

5t(ii:<2(AG~-BBo), 

puisque F et / ont meme invariant. Cette notion d’invariant, si 
facile a obtenir, est au reste la seule cjue supposent les th6oremes 
que nous venons d’^tablir, et qui donnent lieu a ime longue suite 
de consequences j comme nous pensons I’avoir deja montre a 
propos des formes binaires dans notre Memoire sur F introduction 
des variables continues dans la theorie des nombres. Suivant ici 
line marche analogue, nous allons trailer en premier lieu les cfues- 
tions relatives a I’approxiination des quantiles imaginaires quel- 
conques, par des fractions rationnelles complexes. 

Considerons, pour cela, la forme suivante : 

y = (t^ — aw)(Po“<a^ot^o)-H 

dans laquelle a est une quantite iinaginaire, a^ sa conjuguee, et 5 
line quantity r^elle quelconque. Soil 

F = 5tVVo-+-|3VUoH-i5oVoU -h CUUo 

P =r mV 4- fJLlJ, Vo = moVo -f- JAoUo, 

/iV-T-vU, 


sa r^duite, et 
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ia substitution propre aFobtenir. La condition < —- 2 A donne 
pour le coefficient minimum J2V la limite y/~ 2 A. On a, d’ailleurSj 

^ = an)(mo — 

amsi, pour une valeur quelconqiie donnee a S, on pent toujoiirs 
determiner deux entiers complexes, ?n et ;z, tels qu’on ait 

( m (zn ) ( niQ tiq ) , 

On tire de la les consequences suivantes. 

Premier erne nt, les expressions 

( nt ctTi ) ( / 72 .Q ti ^ ) et ? 

0-^ 

etant essentiellement positives, on a a fortiori 

(A.) { ni <; o^ /i/io < S /il. 

Secondement, le produit des monies expi'essions dtant inoindre 
que le earr(i deleiir demi-somme, on aura encore a fortiori 



( m — 

an){mQ — 

V n/io T 

«ono)x-p-< — 

oil bien 





( 711 

— an){mo 





2/171q 

et 




(B) 

/ Jii 


^ 2 71'^ Til * 


Or la premiere relation (A) inontre qu’^lant donnde une quan- 
tity imaginaire quelconqiie a, on pent toujours en approcher par 

une fraction rationnelle complexe de telle mani^re qiie la norme 

de m an soit inoindre que toute quantity donnye. 

La seconde relation (A) donne I’ordre de grandeur du dynoini- 
nateur de la fraction lorsqu’on fixe aii-dessous de quelle limite 
doit se trouver la norme de m — an. 

La relation (B) donne d’une raaniAre prycise la limite de Ter- 
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reur — — a, a quelque valeiir de 8 que corresponde Fapproxima- 
lion oLtenue. 

D’un autre cote, si nous observons que, quel que soil 8, les cu- 
tlers complexes m el n donnent le minimum de nous serous 
amenes a cette nouvelle consequence : 

IL n^existe aucuii systemede deux autves nomhres complexes , 
m! et n! ^ tels que, la norme de n! etant moindre que la norme 
de /i, la norme de — an^ soil aussi moindre que celle de 
m — an . 

Ainsi Fexpression (m — an)(^mQ — <^ 0 ^ 0 ) reprt^sente un mini- 
mum de Fexpression (p — au) (co — ct^ud) relativement a toute 
valeur complexe enti^re n donl la norme ne ddpasse pas une limite 
donnee. On pent encore dire que approche plus de a que toute 
fraction dont le d^nominateur aiirait une norme moindre ; car, Fhy- 
pothese 

entramant 

( m' — an' ){m\ — ^0 ) ^ ^ — an'){ /no — an ^ ), 

on en d^duit, en divisant membi'e a membre les in^galites qui 
sont de sens contraire, 

im' \ fm \ 

norme f — a j y> norme ^ — — a j . 


Nous pouvons enfin dtablir d’une mani^re complete et rigou- 
reuse un thdor^me sur les fractions que j’ai dejii donne dans 
mes Lettres a M. Jacobi sur la tli^orie des nombres. 

Gonsid(^rons deux minima cons^cutifs de la forme /, auxquels 
correspondent les deux systemes d’entiers complexes 

p = m, u — n\ ^ =z ml ^ n = n\* 


on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de 8, aux- 
quelles appartiennent success! vement les deux systemes, de telle 
sorte qu’en d^signant par e une quantity infiniment petite, on ait 


{m — an) (niQ — aon^) ^ 

n^ n' 

{in'— a/i') (wi— aortj ) -H < 


^ * 

0 — H £ 
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Mettons cette seconde inegalite sous la forme 


(m ' — an') — «o ^o) 


n' n^Q 
"3^ 


< 



'0 elant encore infiniment petit, et multiplions-la membre a membre 
avec la premiere. En faisant dans Fequadon identique suivante : 

(MMo H- NNo) (M'M; N'N'o) 

= (MM'o4- NN'o) (MoM'-4- NoN') -h (M'N - MN') ( M'o No~ MoN'^ ) 
(qu’on troiive en cherchant le produit des determinants 


N M 
N' M' 


et 


No Mo 
N'o M'o 


qui figure dans le second membre) : 


an, 

11 

0 

mo — 

<^0 /ioj 

an! , 

0 

11 

rn'o — 

0 

0 

n 

AT 

0 


" a’ 

No = 

" a ’ 


n! 

= "?r > 

0 

n; = 

Tl'o 

" a ’ 



le produit des premiers membres prendra la forme 

norme j^(m — an){'m!^ — <^o^o) ■+" (m n' — m' n) , 

le produit des seconds membres etant 


2 l . 

32 * 


Or, en negligeant V] vis-a-vis des quantiles finies, on en conclura, 
apres avoir multipli^ par S^, 

norme {mu ' — m' n) 2, 

et, puisque ?n, n, nJ sont des entiers complexes ( ^ ), 
norme {mn ' — m' n) ~ i. 


(^) On pent se demander pourquoi M. Hermite ne considere pas comme pos- 
sible I’egalit^ norme (mn'— m’n) = 2 . En r^alit^, cette 6galit6 pourrait avoir 
lieu, mais alors il serait possible d’introduire une approximation interm^diaire 
satisfaisant a la condition chercb6e. E. P. 
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Cette relation entre les fractions qai correspondent a deux ap- 
proximations consecutives rattache completement la tlieorie pre- 
sente a la thdorie elementaire des fractions continues. Les principes 
sur lesquels nous nous sommes fondes ont donne bienrapidement, 
comme on voit, Textension de cette tlieorie aux nombres com- 
plexes. La marche plus naturelle qui consisterait a prendre le 
point de depart dans le procddd donne par M. Dirichlet pour ob- 
tenir le plus grand commim diviseur entre deux quantites com- 
plexes sei'ait au contraire sujette a de nombreuses difficultes. II 
nous semble particuli^rement impossible d’etablir simplement, en 
se plagant a ce point de vue, les proprietds de minimum des ex- 
pressions rn — an^ ^ — a : propridtds caractdristiques du mode 
d’approximation des quantites rdelles par les fractions continues, 
et que donne tout d’abord notre methode. Quant au thdoreme 
exprime par la relation 

( — an ){ /no — jIq ) < — ^ , 

M. Dirichlet I’a donne avec une limite numdriqiie moins precise 
dans son admirable Mdmoire sur la tlieorie des formes qnadra- 
tiques a coefficients et inde term i nee s complexes. Le precede, si 
ingenienx et si simple, employe dans cette occasion parl’illustre 
analyste, tout en conduisant parlavoie la plus rapide a un r(^sultat 
important, ne me semble pas pouvoir doiiner les rapports qui 
existent entre deux approximations consdcutives, et qu’il faiit ce- 
pendant obtenir pour mettre dans toiite son. evidence I’analogie 
entre les nombi'es reels et les nombres complexes. 

S'" Les formes f, a coefficien ts entiers et de m^me invariant, 
peuvenC itre distribuees en un nombre fini de classes, 

Les limitations doniiees pi’dcedemment pour les coefficients des 
formes reduites font voir, en effet, que le nombre de ces rdduites 
est essentiellement fini pour un invariant donn^. On les trouvera 
toutes d’ailleurs par la methode suivante : 

Soit A Finvariant proposd, et considdrons, pour fixer les idees,^ 
seulement les formes positives. On p rendra pour % tons les nombres 
entiers rdels qui ne surpassent pas \] — 2 A, et a chaque valeur de % 
on fera correspondre une valeur de i5, repr^sentde par le nombre 


H. - I. 


17 
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complexe x -{-y \j— i', x, y constituant une solution 
gruence 

et tel qa’on ait en valeur absolue 

Quant a C, on le determinera par la relation 

= A, 

qui fournira toujours une valeur enti^re. Mais s’il arrive 
tienne par la quelques formes dans lesquelles € soit < , 
ront a rejeter, et les autres seront ^videmment des forme 
Considerons par exemple le cas de A = — i , on aura 1 
leuril = i, d’ou B = o et, par suite, €=i; ainsi, 
formes f d’invariant — i sont r^ductibles par le genre 
substitutions que nous considerons ici a la seule forme 

VVoH-UUo. 

Ce resultat va nous conduire tres simplement au th 
Jacobi sur le nombre des representations d’lm nombre 
pair quelconque par une somme de quatre carres. 


XII. 

Dans la theorie des formes f uii nombre imi 
conque M est representable par la forme ooq - 1 - uuo- 

Nous avons etabli en effet que la congruence 

^•2 1 

est toujours resoluble pour tout module impair. Or 
formes 

F = MWo + (x VUo (r -/ \/-l) V, U -H 

ajant pour invariant — i, seront equivalentes a la r6du 
-H uuq, que nous avons trouvee dans ce cas. Cela 


v = aY-\-bU^ 
u= cV H- d\}^ 


p>o — Vq -T- Uo, 
W-o ” "T“ /^oby 


TflEORIE DES FORMES Q U ADR ATIQUES . 269 

une quelconque des substitutions au determinant ad — 6c 
qui donnent 

99 Q H- liiH = MVVoH- {x VUo+ {x — jY ~I ) Vo U -h UUo, 

on trOLivera 


M = ac(Q -h ccq] 


ce qui constitue une representation de M par la forme P(-’o 4- 
qui est une somme de quatre carr^s quand on la considere par rap- 
port aux variables reelles. 

Mais, comme consequence de la theorie des formes cette re- 
presentation possede ce caractere tout particulier que les deux 
entiers complexes a el c sent premiers entre eux. Nous sommes 
amenes par la a cette conclusion (*) : 

Tout nombre impair est decomposable en quatre carres et, 
parmi ces decompositions, il en existe toujoiirs de telles que 
la somme de deux carres soit sans dioiseurs communs a^ec la 
somme de deux autres. 


2 ® Nous allons actuellement nous servir des propositions etablies 
dans ce Memoire, pour obtenir I’expression generale du nombre 
de toutes les representations de cette espece. 

Representons cette expression par cp(M). Des theoremes eta- 
blis (§ VI) resulte qu’en designant par p. le nombre des solutions 
de la congruence 

^ — I (mod M), 


et par 5 le nombre des transformations en elle-meme de la forme 
-f- uuq^ on aura 

cp(M) = p.8. 

Or nous etablirons dans la suite de ces recherclies que S = 8, de 
sorte que si Ton fait 

on trouvera 


Ainsi. dans le cas ou M ne renferme qu’a la premiere puissance des 


(‘) En rdalit^M. Hermite, n’^tablit pas la proposition enoncee, car a etc ^tant 
premiers entre eux, il n’en est pas ndeessairement de m^me pour aa^ et cc^,. Le 
th^oreme est cependant probablement exact. E. P. 
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et la foi'inule deyenant 

cp(M) = 8(i? -h l).. I), 

on volt apparaitre la fonction remarqiiable qtii donne la somme de 
tons les diviseurs de M. Mais alors on reconnait de suite qii’il ne 
pent y avoir d’aiitres decompositions de M en quatre carres, que 
celles qui r6sultent des representations propres de M dans la theorie 
des formes / par Done, en designant par Pex- 

pression gen^rale de toutes les representations de M par line somme 
de quatre carres, on aura dans ce cas : 

$(M) = cp(M) = 8(/? -H Ij (/?! H- j) . . . + I ), 

comme Jacobi Fa trouve par la theorie des fonctions elliptiques. 

3' Pour arriver en general a la determination de il nous 

faut recourir aux representations impropi'es de M, par la forme 
4- Ces representations ont lieu en faisant 

^ — Po=/co^o, 

u = A'hj iio = kohQ, 

k etant le plus grand commun diviseur des nombres complexes a 
et p. De la resulte 

M = /c/co ( ■+" ) ; 

par consequent, M est divisible par kk^j et la substitution 
u = Ji, Mo = Ao, 

fournit une representation propre du nombre ^ par la forme 
+ uUq. Ayant ainsi trouve les valeurs 

^0 = ^ 0 , 

U = Il J Uq ~ 1^0} 

on en deduira celles ou k est le plus grand commun diviseur de p 
et u, en prenant 

^ = kg, Po = /co^o, 

u = kh^ Uo=:kQho. 
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De la nous pouYons facilement conclure toutes les decompositions 
possibles d’un nombre en qiiatre carres. 

Soit, en effet, 

M = m2 - 1 - tn'2 -f- ,^"' 2 ^ 

Si, par exemple, les deux sommes 4- ont un 

diviseur commun, on sait par la theorie des formes binaires qu’il 
sera necessairementime somme de deux carr^s; done, le plus grand 
commun diviseur m sera lui-meme de la forme m — -i~ p‘-, et la 

decomposition consideree resnltera d’une representation propre 

de ^ > par la forme •+■ uuq. 

4*^ Ces considerations bien simples nous conduisent a exprimer 
la fonction qui designe le nombre de toutes les representa- 

tions de M par une somme de quatre carres au moyen de la fonc- 
tion f (M). Soient, en effet, mo, . . ., m/ les differents diviseurs 
de M qui sont decomposables en deux carres; U 2 , . [Aj les 
nombres de representations de chacim de ces diviseurs par une 
pareille somme; on aura 

<I>(M) = t.. <p (^) 4-. . .H. ,.,cp (^,) . 

Cette relation va nous donner le theoreme de Jacobi, que nous 
allons etablir dans le cas ou les nombres premiers qui divisent M 
n’y entrent qu’a la premiere puissance. 

Decomposons a cet eflfet M en deux facteurs, P et Q, le premier 
form^ du produit pp^ . . des nombres premiers 

^ H- I • (mod 4) 

le second du produit qqK-^.qjs des nombres premiers 

^ — I (mod 4)- 

Les diviseurs ddcomposables en deux carrds, et d^signds dans la 
relation pr^c6dente par la lettre m, seront, comme on sait, les di- 
vers termes du d^veloppement 

• -(l 

Or il rdsulte de la tbdorie des formes binaires que, pour un divi- 
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seur m, compost de X facteiirs premiers, le nombre pi correspon- 
dant sera 2 ^. 

L’expression de cp(M) peut done s’^crire ainsi 



Cela pose, d’apres ce que nous avons obtenii pr^cedemment en 
general, 

cp(M) = 8(/> 0(/^i 0* • ’(Pdi — .(gci 0 » 

d'ou Ton conclut les relations 


/M\ 

_ t(M) 

\p) 

/? — I ’ 

(—) 

_ 9(M) 

\PPiJ 

(/> — ')(/?) — 0 ’ 

' M ^ 

1 _ tCM) 

.ppipij 

ip — '}iPi~i) ip-i — I) 


de sorte que I’expression de ^(M) prend cette nouvelle forme 


4>(1VI) = <p(M) j^n- 



(P — 0 (pi — 1 ) 

I 

ip — 



les signes ^ d^signant successivementla somme des quantiles 
la somme de leurs produits deux a deux, trois k trois, etc. Or il est 
evident qu’on a ainsi le d^veloppement du produit 



qu’on peut ramener a 

P ^ Pi ^ Pta ~4- I 
p — i Pt — l" Pu> — I ' 
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Nous obtenons done , en siipprimant le facteur commiin 

«i>(M) = 8(/? + i)(/?i-4- 1) . . . (pco-\-i){q 0 (^1 ■+■ O- - - H- 0 ; 

ce qui est precis6ment le thdoreme de Jacobi. 

Pour le cas plus compliqii^ ou le nombre M contient des divi- 
seurs premiers a des puissances quelconques, nous remettons a le 
trailer lorsqiie nous publierons la suite de ces reclierclies, dans 
Fesp^rance de la presenter dVine maniere plus concise et plus 
gante que nous ne pourrions le faire main tenant. 


Paris, aout i853. 



NOTE 


SUR UN 

THBOREME RELATIF iUX NOMBRES ENTIERS. 


Journal de Mathematiques pares et appliquees, t. XIII, ser. ; i84^- 


Depuis longtemps j’avais troiiv^ de mon cot^ ime demoristratioxi 
el^mentaire suivante du th^oreme relatif aiix nombres premiex'S 

4/r4- I. 

Supposant 


a- H- I = o 


(mod /?), 


convertissons ^ en fraction continue jusqu’a ce qu’on oktienixe 

deux reduites cons^cutives Lelies que soil et >\/^ ; 

oa aura, comme on saitj 

a m t 

p 11 nn'^ 


ou £ est I . De la on tire 

na — nxp = 


done 



(/za — mpY < P- 


Ajoutant membre a membre avec n- <C/?j il vient 


(na — nip)’^ -h < 'ip. 

Or le premier membre de cette megalith est un multiple entier 
de p d’apres la condition 

1^0 


il faut done qu’on ait precis^ment 

( na — rnp )2 n- = p. 


(mod J>)\ 



SUR UNE QUESTION RELATIVE 


A LA 

THEORIE DES NOMBRES. 


Journal de Mathematiques pures et appliquees, t. XIV, T® ser. ; 1849. 


Soient 11 + i nombres entiers 

a, p. Y, -A, 

dont le plus grand commun diviseur est I’lmitd; on propose de 
irouver tons les sjst^mes de n (n + i) autres nombres, savoir : 

a', a", 

P', P", 

i, t"> •••> 

y! j x", 

X', X", X(-), 

qui rendenl le determinant 


a, 

a', .. 


, a(«), 

P. 

P', .. 

.. •• 

pi"', 


t'. •• 

T‘'b •• 

y'"'. 


yj, . . 



X, 

V, . 

X(«, .. 



egal a plus oil moins un. 
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Solution, — Nommons respectivemeiit 



le plus grand commun diviseur de 

a 

et 


X2 

idem 

TZi 

et 



idem 

7 Z 2 

et 

8, 


idem 

'^/i— 2 

et 

• * 5 

TT/J. 

idem 


et 



dans I’hypothese admise, TZa sera I’unite . Prenons ensuite les nom 
entiers 

c, c/, . . . , I, 

c\ d\ I' j 

d’apres les conditions 


a p 

— bx 

= TTi, 


— CTZi 

= Tli, 


— dT:2 

= Ttrj, 

kv. 


2 ~ Tt/;— 

n 


= TT,, = 


On satisfera a la question propos6e par les valeiirs suivantes : 

= anii -i- M^- ~ > 

TTj 

TZi 

vU’) = cjii -1- Ni 

= dp, -+- P,- A, 

TC:{ 
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par les equations 

M,- = c'ni + N,- 

1 T 2 

' 5^3 


s,- = Vti -f- T,- 

et toiites les solutions possibles s’obtiendront en prenant toutes les 
valeurs des quantitds 

Pi-, • • • 1 Sij 

pour lesquelles le determinant 

mi, m., m,i, 

^ 1 ) / 2 ' 2 ) • • • ? 

Pli Ply ♦ • • j Pn^ 


5 1, S-i^ , . . . , 5/j, 

if 1 , ^21 • • • ^ 

egale plus ou moins un. 

Ainsi, par exemple, lorsque /i = 2, s’il s’agit de rendre egal a 
Fimite le determinant 

a, tj!, a 

7 : T'. T 




on aura 

avec 

ce qui donne 


a! = ami -h Mi ™ ? 

TCi 

P' == hnxi -h Ml 

7^1 

T = crii H- NiY, 


Mil = 72 . 1 ” 4 “ TXi , 


a = ami H ni -h Ni a, 

TCi 

p' == bmi -h — - /2i-H Nip, 

ITi 

Y = CTII -^-Niy; 
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on tronvera ensuite semblablement 

= am^ — ti^ -+- No a, 

'IXi 

Sc' 

8" = hnic, -f- — jii -f- N 2 pj 
TCi 

Y' cn^ +N2y, 

et Ton devra prendre pour mo, n 2 indefiniment tons 

nombres entiers pour lesquels 

mi — mo 7^l = dz i . 

Si = 3, la solution generale de Tequation 

a^ a", a"' \ 

r. P" L ^ ^ 

T', i'y f 

8', 0 ", o'" ] 

sera de meme comprise dans les fprmules 
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Void maintenant Panalyse qiii nous a conduit a ces r^sultats : 
Soient, pour abreger, A le determinant des quantites 


(A) 



po-), Y^/), 


B celui du 

systeine 





/ t 

/ Si 

(3, 

0 , 

0; 



— a, 

Ti 

0 


1 

1 Ti 

0 . 


0. 

(B) 

1 i"' 

\ ’ 


0 , - 

“T: 


f 


0 , 

0 , 


1 

0 , 

0 , 

0 , 


dont la loi est facile a saisir, et ou les quantites $ sont definies par 
les equations 

cc^ H-tT -H. . .-h = r, 

a'5 -hff =-.0, 

-1-13"?' -f-Y"?" - 4 - = 0 , 

a'^n)^ _i_ .-H == 0 . 

De la composition des sjstemes (A) et (B) resultera le nouveau 
system e 


I, o, o, o, .. , o, 


0, 


-p'a, 

a"^ 

-?"a, .. 

. , P 

Pa, 

. . , P 

— p^"^a, 

0, 

P'Y 

-T'P, 


-f?, • 

pU')Y~ 

Y«)13, .. 


yin) p ^ 

0 , 

Y' 0 

— o'y, 

Y"S 

1 • 

. , Y^*^ ® — 

s(<)y, .. 

. . , Y^^^^ ® 

0^«) 

0, 

x'X 

— X'x, 

>c"X ■ 

- X"x, . . 


X^^’^x, 


-~XU)x. 


En appelant C son determinant, ou, ce qui revient au meine, celui 
des /i- quantites 

(G) • • • ? 

on aura, par un theoreme connu. 


C = AB. 
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Or on trouve facilement, au signe pres, 

B= 

done on pent remplacer la condition proposee, savoir 

A = ±:i, 

par la suivante 

C = ±: 


dont nous aliens nous occuper. 

Exposons d’abord une transformation des termes du systeme (C 
j ’observe, a cet efifet, que designant le plus grand commun di 
seur de a et p, on aura necessairement 


d’ou I’on tire 




= amt H- Mi — , 


= bnii H- M/ 


-^1 


les nombres entiers niiel restant enti^rement arbitraires, el 
et b 6tant determines par I’equation 

a P — boL~ 7ti. 


An xnoyen de cette valeur de on trouve 

pu’) y — ~ (Mi Y — Y^^^ )• 


Or, TTo ddsignant le plus grand commun diviseur de tc^ et y, on an 
necessairement 


d’ou 


Mi Y — 


Mi =c^7^i^-Ni 


yU) ™ crii -T- Ni , 


les nombres entiers 7^/ et N/ dtant quelconques, c et d dependa 
de I’equation 

C^Y CTTi = TC.,. 
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La repetition du meine calcul nous conduira de I’expression pre- 
cedente de a celle de il vient, en effet, 

vii) 0 — Y = cS /i/ -t- (Ni 0 — 71 ,) , 

7^2 

€t posant encore 

NiO — = />tTC3, 

7:3 etant le plus grand comm an divisear de tuo et S, on en conclura 

N, == dpi P, 

TTa 

d ei etant donnas par Pequation 

d' 0 — diz-i = TTa . 

La loi que suivent ces operations est maintenant evidente, et I’on 
cn conclura, d’une part, 

(x^i) p — = niiizi^ 

p(/) Y — Y^^'^ P = -H — 'i-ij 

7:1 

^,U) 3 — qU) y ~ r* 0 ni -!- 

TT.) 

x(/)X — W)yi == kkSi -H ti, 

oil il est essentiel d’observer quo m/, ;i/, . . ., 5/, ti resLent jusqu’a 
present des entiers entierement arbitraires. 

D’un autre cdle, nous obtenons d’ailleurs 

dii = anii -H- M/ 7 

7 Ti 

BU-) = bim -h M/ , 

Y^^’^ = cjii H- N/ -- 5 

■n^‘2 

oUV ™ dpi H- P/ “ > 
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et les entiers M/, N/, . . . s’expriment de proche en proche, 

uniquement par m/, /2/, />/, ... au mojen de ces autres equations 

Uc=c'ni 

712 

Nj = 

? 

Sf = r -+- Ti ^ , 

'^n 

lesquelles ne laissent d’indetermin^ que T^-. 

Cesresultats obteniis, reportons-nous maintenantau systeme (C), 
qiii a eLe transform^ dans le suivant, savoir : 

fill'll ^ 


>’\mi 


pITo 

*^1 

/ll, 

H- 

(^772 

771 

Tlo, . . 

b-(jni 

Pti.) 

77] 


b^nia 

H- 


'8/ii 

■+* 

772 


cS/Z2 -f- 

Y'^3 

TTo 

Pi, .. 

COJli 

-4- 

7T2 

Pi. • . 

con,i 

H— 

r^jj 

772 



X7I„ 

t\ 

h'Ks^ H— 

XTT/i 

ti, 

k\si 

j >C77,, 

' ti, . . 

. , k \ Sfi 


X7C// 


-/i-i 

‘ 1: 


7T/j_i 

4- 

■^/i— 1. 


On reconnait bien facilement qu’im pared systeme provient de la 


composition des deux 

autres 

que voici : 



nil. 

nii, 

. . . , JHi, . . 

, rn,, ' 


1 

rii, 

. . . , /^o . . . 

7 ^ri i 


' Pu 

Pii 

Pi, ... 

> P>i f 



S<i, 

. . . , , . . 

1 1 


tu 

u, 

ti, .. 

•7 tu ] 

ct 

' ^ 1 , 

b'(, 

0 , 0 , 

0 


0 , 

^ 77-2 

CO, 0, 

• 7 0 


0 , 

O, 

•• 

0 

(• 2 ) ^ 

0, 

0, 

-rT’ ■■ 

0 > 


0 , 

0 , 

0 , 0 , 

.. /a 


i 

0 , 

Oj o, 

•> ^ 
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done son determinant, et par suite celui du sjsteme (G), sont le 
produit cles determinants de ces deux systemes. 

Or le determinant du systeme (2) se rdduit a son terme pidncipal 

ou simplement 

puisque 'll// est I’unite; la condition proposee 

sera done remplie en prenant egal a I’unitd en valeur absolue le 
determinant dcs iir nombres en tiers du systeme (i), ce qui est la 
conclusion que nous avions annoncee, et qu’il s’agissait d’obtenir. 


H 


L 



DfiMONSTRATION ^:L^:MENTAIRE 

d’une 

PROPOSITION RELATIVE iUX DIVISEURS 

DE 


Journal de Mathematiques pares et appliquees, t. XIV, s6r. ; 1849. 


Je dis qiie, p d^signant un diviseur de la forme une 

puissance convenablement d^termin^e de p pourra toiijours etre 
represenlee par cette forme, c’est-a-dire qu’on pourra toujours 
faire 

pV' = -4- AY^. 

Soit, pour une valeur entiere quelconque de [a, une valeur 
de y/ — A(mod/?^) : Texpression 




repr6sentera toujours des nombres entiers divisibles par et je 
dis en premier lieu qu’on pourra toujours determiners et de 
telle maniere qu’on ait 


En effet, il suffira de d^velopper en fraction continue jusqu’a 
ce qu’on arrive a une r^duite telle que, son d^nominateur ^tant 


moindre que cette limite soit atteinte ou surpass^e par le d^- 

nominateur de la reduite suivante. Les valeurs de x el y seront 
respectivement le num^rateur etle denominateur de cette reduite. 
Cela pos^j on voit que, par une infinite de valeurs de p., on aura la 
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repr^sentalion d’un meme multiple de par la forme x- + Ajr-. 
Ainsi, en nominant A' le multiplicateur, on trouvera n^cessairement 
deux Equations 

kp\i‘ = 0?- 4- Ajk-, 

4 - 

dans lesqiielles x — x’ et seront a la fois divisibles par A*. 

Sous cette condition il vient, en multiplianl membre a membre les 
deux equations pr^C(5dentes, 

~ ^ xx' 4- A/j/*')- 4- A ( xy' — yx' j-. 

Or xy’ — yx' est divisible par A*, puiscpi’on a 

y^y' (mod/c); 

done il en est de meme de xx'-h Ayy^ et, finalement, la puissance 
[JL + [ji' de /) se trouve bien repr^sent^e par la forme x- -f- Ay-. 

11 est facile de voir qu’une d(^monstration toute semblable s’ap- 
plique au cas de A n(^gatif; on a, au reste, un tli^or^me plus g6- 
ndral et dont voici Fenonce : 

p etant an di^isear de la nonne dhtn nornbre complexe queU 
conque, forme avec les racines de V aniUy on pourra 

toujoars determiner ane puissance entiere de p qui soil re- 
presen tie precisement par cette nor me. 



SUR 


LES FONCTIONS ALGEBRIQUES. 


Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences, 
tome XXXII, i85i. 


1. Les propositions donnees par M. Puiseax, sur les racines des 
equations algebriques considerees comme fonctions d’une va- 
riable 5 , qui entre rationnellement dans leur premier membre, 
me semblent ouvrir im vaste champ de recherches destinies a jeter 
un grand jour sur la nature analytique de ce genre de qnaiitites. 
Je me propose de donner ici le principe de ces recherches, et de 
faire voir comment elles conduisent a reconnaitre si line equation 
quelconqiie 

F( = o 

est resoluble algebriqaement, c’est-a-dire si I’inconnue it pent ^tre 
exprimee par une fonction de la variable s, ne contenant cetle va- 
riable que sous les signes d’extraction de racines de degre entier. 
Les theoremes auxquels nous serons ainsi amenes donneront, et 
sous un point de vue entierement nouveau, le beau r^siiltat obtenu 
par Abel sur la possibilite d’exprimer alg^briquement sin am 
par sinam(.^). Je me borne ici a la question de la resolution par 
radicaux; plus tard je ferai, au meme point de vue, I’etude des 
equations modulaires, et je montrerai comment les theoremes de 
M. Puiseux conduisent a effectuer I’abaissement de ces equations 
dans les cas annonces par Galois, dont les principes serviront d’ail- 
leurs de base a tout ce que nous allons dire. 

2. Soit 

= o 

r^quation dont les racines, mises pour ^ dans P^quation proposee 

F(z^, z) = (), 
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lai font acqiierir des racines multiples; designons ces diverses va- 
leurs de 5 pai' 

et, apres avoir trace dans un plan deux axes rectangulaires, repre- 
sentons-les par autant de points qiie nous nommerons respecti- 
vement 

Zo, Z15 . . . , Z[x__i. 

Soient enfin, pour un point quelconque P du plan, 

Uq^ Uij • • • 5 — 1 ? 

toutes les racines de I’equation propos^e; M. Puiseux, et c’est la 
une partie essentielle de ses recherclies, a donn6 le moyen de 
trouver la substitution qui s’opere entre les valeurs ini dales 
• • - j des racines de la propos6e, quand la variable 5 d^crit 
un contour ferme partant du point P, et embrassant Pun des points 
Zq, Zi, Zp(,_i, pour revenir au meme point P. Repr^sentons 
symboliquement par S/ la substitution relative a un contour 6l6- 
mentaire comprenant le seul point Z/; on aura les theoremes sui- 
vants : 

Thi^oreme I. — Toute fonction des racines imar table par 

les substitutions 

So, Si, . . . , Sp,.-!, 

pourra etre exprimee rationnellement par La variable z\ et 
aussi la proposition rc^ciproqiie. 

Thi^oreme II. — Toute fonction des racines determinable 
rationnellement en s, est invariable par les mimes substitu- 
tions 

So, Si, . . . , Sp._i, 

Le groLipe des substitutions en question jouera done pr^cis^- 
ment le meme role que le groupe de P^quation irreductible en V 
de Galois. 

Demonstration du theoreme /. — Soil U la fonction des racines 
..., Um~\^ qni v^rifie les conditions du theoreme I; il est 
Evident qu’on pourra toujours etablir entre cette fonction et la va- 
riable z une Equation rationnelle. En second lieu, si Ton fait decrire 
au point P un contour ferm6 quelconque, la fonction reprendra 
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tOLijours la meme valeur inidale; done, d’apres ane remarqiie qui 
appartient encore a M. Piiiseux, U est une fonedon enderement 
radonnelle de 

Demonstration du theoreme IL — Tontes les valeurs qiie pour- 
rait acqnerir la fonedon U, en appliquant aux racines • • •? 

Um-\^ les substitudons So, Si , . . sont autant de valeurs ini- 
dales qu’on obdendrait lorsque le point P, ayantdecrit im contour 
quelconque, serait revenu a sa position primitive; si done la fone- 
don U remplit les conditions du theoreme II, e’est-a-dire si elle est 
radonnelle, ces valeurs seront toutes les memes; done, etc. 

3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple tres simple, 
une premiere application de ce qui precede. 

Le degr6 de T^quadon propos6e z)~o etant un nombre 
quelconque m, supposons que les divers systemes circulaires de 
M. Puiseux soient tons identiques en embrassant toutes les racines, 
ou bien qu’ils soient reducdbles tons aux puissances d’une meme 
substitution circulaire d’ordre m, suivant I’expression employee 
par M. Cauchy, Pequadon proposee sera resoluble par radicaux 
relativement a 

En effet, si Pen designe par a une racine quelconque de Pequa- 
tion binome a”* = i, la fonedon suivante 

( Wo -f- a Wi -t- W2 -H. . . -f- 

reprendra toujours la meme valeur inidale, quel que soil le contour 
ferme qu’ait decrit le point mobile P en revenant a sa preinitTe 
position; done cette fonedon sera determinable rationnellement 
en z\ done, etc. 

4. Actuellement supposons que le degr^ m soit un nombre pre- 
mier; la condition necessaire et suffisante de solubilite par radi- 
caux consiste en ce que toute fonedon des racines invariable par 
les substitutions de cette forme speciale, savoir : 

i“‘ V 

a et b etant tons les en tiers pris suivant le module m, ainsi que 
I’indice variable A*, soit rationnellement connue. 
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Done, d’apres le theoreme II, la condition necessaii'e eL siiffi-- 
sante de soliibilite revient a ce que : 

Les substitutions S^, So, . . donnees paries principes de 
IM. Puiseux, soient toutes de la forme ci-dessoiis : 

('" )■ 

\ ^alc-^b / 

Pour ^tablir de la maniere la plus simple la possibilite de la 
resolution par radicaux, je raisonnerai ainsi : 

Posons 

cp(a ) = ( liQ a Wi • - H- Unt-\Y^ \ 

et designons par p une racine primitive pour le nombre premier m] 
en employant une racine jS de I’equation == i, nous conside- 
rerons la nouvelle fonction r^solvante 

T = [^p(a) j3cp(aP) -{- pcp(aP‘) -t- — -H 

et je dis que cette fonction est invariable pour toutes les substitu- 
tions 

(" )■ 

Pour cela, il suffit de prouver qu’elle ne varie point pour les deux 
substitutions 

(Uk \ 


et 




Uk 

^p/c 




car la precedente resulte des produits des puissances de celles-ci. 
Or la premiere 

fuk \ 

\ uk^i ) 

laisse invariables toutes les quantiles 
cp(a), c?(aP), 

Quant a la seconde 


cp(aP'” *). 
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elle n’a d’ autre effet que de remplacer chaque terme de la 
ci-dessus par le precedent, le premier devenant le dernier; ox' ' 
telle substitution n’altere pas la valeiir de T, done T est Lien xxx 
riable par tontes les substitutions 

(" )• 

\ ^alc-hb J 

Done enfin T est une fonction rationnelle de facilement 
minable par la theorie de M. Puiseux, si les divers sjsLemes eix'e 
laires pour les points Z^, Z|, . ZJx_^ sont de la forme que xa<J 
leur avons assignee. 



SUR L’ EXTENSION DU THfiOREME DE M. STURM 

A UN 

SYSTEME D’EQUITIONS SIMULTANEES. 


Comptes rendm des seances de V Academic des Sciences, 
tome XXXV, i 852 . 


Lc theoreme de M. Sturm a pour objet de determiner le nombre 
des racines reelles d’une equation a une iiiconnue, qui sont com- 
prises entre deux limites donnees. Je me suis propose, dans le Me- 
moirc que j’ai I’lionneur de soumettre a 1’ Academic, une question 
analogue pour deux equations simultanees, et qu’on pent enoncer 
ainsi : Considerant Pune des inconnues comme I’abscisse, et I’autre 
comme I’ordonnee d’un point rapporte a deux axes rectangulaires, 
determiner le nombre des points auxquels correspondent des solu- 
tions des equations proposees, et qui sont compris dans I’interieur 
d’un rectangle donne. Cette question se trouve i-esolue de la mr- 
niere suivante. Designons les sommets du rectangle paries lettres f/, 
6, c, et supposons les cotes ab et ad respectivement paralleles 
aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnees. 
On substituera successivement les valeurs numeriques des coor- 
donnees de ces quatre points a la place des lettres x et dans une 
certaine suite de fonctions de ces deux variables; et en designant 
par A, B, C, D les nombres de variations que presente cette suite, 
lorsc[u’on prend pour les variables les coordonn^es des points a, 6, 
c, rf, on aura, pour le nombre cherch^, la valeur 

A — Bh-G — D 

n = 

2 

Ce r6snltat est, comme on voit, entierement analogue a celui du 
tli^oi’^me de M. Sturm; cette analogic se maintient encore lorsque 
Ton consid^re trois Equations simultanees au lieu de deux. Desi- 
gnant alors les inconnues par y, on les regardera comme les 
coordonnees d’un point de Fespace rapporte a trois axes rectangu- 
laires, de sorte qii’a chaque solution des equations proposees 
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rdponde im point determine. Cela pos^, considerons im parallele- 
pipede droit, dont les bases paralMes an plan des xy soient les 
rectangles abcd^ a' b’ d . Nous snpposerons les cotes ab^ ad pa- 
ralleles aux directions positives des x et des j', et les droites ao! ^ 
bb\ cdj dd^ parallMes a la direction positive de I’axe des Cela 
etant, le nombre des points representant des solutions et compris 
dans rinterieur de ce parall^l^pipede sera determine de la maniero 
siiivante : 

Designons respectivement par A, B, C, D, A', B', C', les 
nombres des variations que presente une certaine suite de fonctions 
de trois variables, lorsqu’on substitue a ces variables les valeurs 
numeriques des coordonn^es des points a, 6, c, d^ c', d\ le 

nombre cherch^ sera donne par la formnle 

= J [(A - A') — (B - B') H- (G - C') — (D ~~ D')]. 

II est remarquable qii’il existe un grand nombre de suites jouis- 
sant ainsi de propri6t6s semblables a celles des fonctions de 
M. Sturm, dans la theorie des Equations simultanees. Void la plus 
simple pour le cas de deux Equations prises, si Ton vent, sous la 
forme 

F(i?7) = o, 

F(^) dant un polynome entier, et ^(x) une fonction rationnelle 
de X, 

Nommons Xi^ x^, Xm les racines de Fequation F(^)~o, 
yi, y'l^ •••? ym les valeurs correspondantes de y^ S/ la somme 
sym^trique 

“}“* • ■ . “4** 

et T/ la suivante 


le premier terme de la suite sera runil^, et les autres les determi- 
nants des syst^mes 


I X 


I 

X 

X' 

To-Sor T,-S,^ 

5 

To - Sor 
Ti — SijK 

Ti — S,r 
T2 — S2JK 

To — s. r 

Ta-Sar 

1 f X 

1 

X- 

X^ 1 



To — So^ Ti — T2— S2JK T3--S37 
Ti — Siy T2 — 82^^ T3 — SjjK — S4JK 
T2-S2JK Ts-Ssr T 4 -S 4 :k Ts-Ssj 


, etc. , 
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le dernier terme est le determinant a m -h i colonnes obtenn en 
continuant la meme loi. En general, c’est an mojen de fonc lions 
symetriques des racines des Equations proposees qiie se trouvent 
immediatement exprimees les fonclions analogues a celles de 
M. Sturm, et les propri^tes de ces functions sont deduiles de leur 
loi meme de formation. L’idee d’introduire ainsi explicitement les 
racines est due a M. Sylvester, qiii, le premier, a montre comment 
elles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm ; 
M. Cayley a fait voir ensuite avec Elegance comment les propri^tes 
^16mentaires des determinants permettaient de transformer les pre- 
miers termes des formules de M. Sylvester en d’aiitres qui con- 
tiennent seulement les sommes des puissances semblables des ra- 
cines (*). Ce sont aussi des expressions analogues a ces sommes, 
pour le cas de deux equations simultan^es, qui figurent dans nos 
formules etqui les rapprochent de celles du savant g^ometre. Mais 
le fait le plus important qui ressort de mes recherches consiste 
dans I’existence d’une infinite de fonctions poss^dant les propri^tds 
de celles de M. Sturm, pour une ou plusieurs equations. Cela 
ouvre la voie a des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai 
peut-6tre revenir dans une autre occasion; je me bornerai pour le 
moment a cette remarque, que les conditions de r^‘alit(^ des racines 
d’une (Equation k une inconnue peuvent s’ exprimer uniquement a 
I’aide des fonctions rationnelles des coefficients qu’on nomme 
hyper determinants ou invariants. 


(’) Tomes IX et XIII du Journal de Mathematiques de M. Liouville. 



REMARQUES 


SUR 

LE THEOREME DE M. STURM. 


Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences j 
tome XXXVI; i853. 


En representanl par V = o tine equation quelconque de degr^ rrz , 
dontles racines soienta, 6, . • A*, etpar Vo, . . la sui te 
des fonctions de M. Sturm, on a, d’apres le beau th^oreme de M. Syl- 
vester, les expressions 

Vi _ ^ ^ 

V ^ X — a ’ 

^ Y { ct — by- 

V j^{x—a){x — bY 

V3 (« — by (a — cy {b -- cy 

y {X — a){x — b) {X — c) ’ 


Vw _ {a — by{a — cy...{k^iy 

V {x — a) {X — h),..{x — 1) 

Pai reinarque qu’en designant par A, B, K, L des fonctioia.s 
rationnelles semblables de a, Z?, . . . , A*, /, de telle sorte que 

A=cp(a), B = cp(6), L = ;p(/), 

les nouvelles fonctions 

V _ V f 

V Zdx — a 

- V (a-b)2 

V 2Lk {^x — a)[x — by 

^ = V (^-Br-(A--G)2(B-- G)2 

V jw {x — a){x — b){x — c) ^ 


^ ^ (A — B)^(A — G)^..(K— Ly 
V (x — a){x — b)...{x — 1) 
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ont les monies proprietes qiie celles de M. Sturm. Ainsi Ton a cette 
proposition : Pour une valeiir reelle de ^*5 le nombre des termes 
positifs de la suite 

Vi xPs 

"V’ vT' 

repr^sente le nombre des couples de racines imaginaires de Te- 
quation 

V= 0, 

augment^ du nombre des racines reelles moindres que x. Le 
nombre des termes negatifs serait le nombre de couples des racines 
imaginaires j plus le nombre des racines reelles superieures a x. De 
la se tire imm^diatemenl le tli^oreme de M. Sturm, sous la forme 
que lui a donn^e I’iHustre g^ometre; mais les (^nonc^s pr(^c^dents 
sont ceux que fournit d’abord la m^thode que j’ai suivie. 

En consid^rant deux equations a deux inconnues dont les solu- 
tions simultanees, en nombre /?25 soient 

^ = a, y z=z a\ X = y = b\ y x y = l\ 

je designe d’une maniere analogue par A, B, . . K, L, des fonc- 
tions rationnelles semblables de ces solutions, de sorle que 

A = cp ( a, a' ), B = cp ^ , L = cp ( /, /' ). 

Cela dtant, les expressions suivantes, fonctions rationnelles sjme- 
triques de ces solutions, savoir : 

U ~ ^ {x — cv){y — a')^ 

U2 _ ^ ( A - B ^ 

U ~ {x— a){y — a' ){x - b) [y — b' )'^ 

IJ3 (A — BP(A-C)^..(B — GP ^ 

U ^ {x — a) {y — a ) {x — b) {y — b' ) {x — c) {y — c' 

et, en dernier lieu, 

U;„ ^ (A~B)VA^Cr-...(K--L)^ 

O' " {^x — a){y-~a’){x~-b){y — b’).., {x — 

donnent lieu a cette proposition : 

Pour un syst^me donn6 de valeurs reelles de x et le nombre 



des Lermes positifs de la suite 

U, U2 U, U,;, 

U’ Ul' U2’ 

represente le nombre des couples de solutions imaginaireSj aiig- 
mente du nombre des solutions simultanees r^elles x — y a ^ 
pour lesquelles {x — ci) ( / — d) est positif. Le nombre des 
Lermes n^gatifs serait le nombre des couples de solutions imagi- 
naires augmente dii nombre des solutions reelles^ pour lesquelles 
— a) (y — ■ d) est negatif. 

D’apres cela, si bon represente par (x^ y) le nombre des termes 
positifs de notre suite, on trouvera tres ais^ment que le nombre 
des solutions simultanees reelles, pour lesquelles on a a la fois 

y>yo, y<yu 
est donne par la formule 

“ yo) — (^iiyo) — (^o,ri)]- 

Ces nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles aux~ 
quelles j’etais aridve dans un precedent Memoire; elles n’exigent 
point que Ton connaisse d’avance si, a une valeur de Tune des in- 
connues, correspond une seule ou plusieurs valeurs de I’autre in- 
connue. Dans le cas des solutions egales, elles se comportentcomme 
celles de M. Sturm; la derniere fonction Um s’evanouissant, toutes 
les autres U, U^, U^, . . . acquierent un facteur commun, tel que 
(x — d)(^y — a'), et, apres la suppression de ce facteur, la nou- 
velle suite presente, avec un terme de moins, exactement la meme 
composition analjtique et les memes proprietesque I’ancienne. On 
pent aussi demontrer que trois fonctions consecutives sont liees 
par une relation de la forme 

PU/ -4- QUz 4 -i RUi.+.2 = 0, 

ou les coefficients extremes sont des carres, de sorte qu’en general, 
si une fonction s’evanouit, la precedente et la suivante sont de 
signes contraires. Mais c’est la une consequence et non le principe 
de ma methode, qui repose sur quelques proprietes eiementaires 
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des formes quadratiques. On s’en rendra compte ais^ment en re- 
marqaant qiie les fonctions 

V ’ V ’ ■ ■ ■ ’ 'V 

soul respectivemenl les invariants des formes quadratiques 

( Xo -h AX 1 -f- A- X2 , 

X — a 


2 (Xo -H AXi H-. . . A— 1 rA 


J’ai ainsi retrouv^, dans une recherche pnrement alg^briqiie, ce 
genre special de formes quadratiques, que j’ai consid^r^es tant 
de fols dans mes recherches de theorie des nombres (^Journal de 
Crellej t. 40 et 41). Pour les Equations a deux inconnues, les 
formes analogues sont 


2(^ 

2 


I 


{x — a){y — a') 
\ 


7". ( Xq 4“ AX] 


— c(!) 

et, en dernier lieu, 


^ (Xo-+-AXiH- A‘^X 0 S 


{x — (x — ) 


j- (Xo -f- AX] 4- A^ X2 ~H • • • ■+" )-. 



REMARQUES 


SUR UN 

MEMOIRE DE M. CAYLEY 

RELATIF AUX DETERMINANTS GAUCHES. 


{Cambridge and Dublin MathernaticalJournal, IX, i854.) 


M. Cayley a nomme systeme gauche symetrique im systeme 
de 72^ quantiles, representees par \r^s attribiiant aux indices 
loutes les valeurs entieres depuis i jusqu’A n, lorsqii’on a la con- 
dition generale 

d’ou resulte 

'^r,r “ 0 . 

De pareils systemes jouissent de propridt^s importantes qiii 
jouent un grand role dans les diverses circonstances analytiques 
ou ils se presentent, et M. Cayley en a fait lui-m6me im nouvel 
usage pour la solution de cette question : 

Obtenir toutes les transformations d^une forme quadra- 
tique en elle-meme lorsque cette forme est une somme de 
Carres. 

Je me propose de donner ici des formules analogues a celles de 
M. Cayley, pour la transformation en elle-m^me d’une forme qua- 
dra tique quelconque. 

Le probleme peut etre pos^ : f{x ^ , a; 2 , . . . , d^signant la forme 
quadratique proposee, trouver Fexpression la plus g^n^rale des 
quantiles Xo, . . X„, qui donnent 


/(Xi, Xo, 


, Xrt) =/(a7i, 
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Pour cela, j’iinagine que les quantiles X et ^ soient exprimees par 
des indeterminees aiixiliaires de sorte qu’on ait en general 


et, sous cette condition, on va voir qii’il est tres facile d’obtenir 
I’expression generale de X et en On a, en effet, 

X;. == 2 5 

done 

(1) /(Xa,X 2 , 372, ...), 

oil, en d^veloppant le second menabre, 

( 2 ) /(X„ X„ ...) = 4Mi, ^ ...). 

Done, par la condition suppos^e, 

/(Xi,X2, ...)=/(37i, 

cette Equation se r^duit a 

(3) + = 


Or, la maniere la plus g 6 n 6 rale de la verifier en exprimant les 
quantiles x en sera de faire 


( 4 ) 





les indeterminees X etant assujetties a la condition 


On en conclut 





et il est facile de reconnaitre a posteriori que ces expressions 
de X et 3; en ? donnent bien 

(5) /(Xi,X2, ...)=/(37a,372,....). 

Reprenant en effet Teguation (i) etd’ 6 q'uation (2), on verra par 
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Pequation (3), equation satisfaite d’elle-m^me, qu’on retombe pre- 
cisement sur Fequation (5) qui etait a verifier. Done enfin, les 
expressions cherchees de X en qui donnent la transformation 
en elle-meme d’une forme quelconque, s’obtiendront en resolvant 
par rapport aux quantites ^ les equations (4)? substituant les 
valeurs en qu’on aura trouvees de la sorte, dans les formules 

X/* 2^/» CCl‘m 

Considerons pour I’application les formes binaires 
f = ax- -f- 2 hxy H- 


ou nous mettons x ety au lieu de Xk et x^ \ nous aurons success^ 
vement 

X-+- X — 2 ^, 

Y -hjr = 27], 
et 

X ^ \ -}- X ( 6 ^ -H C7] ) =: -4- X 6 ) H— X C Y] , 

y =-y\ — X(a^-l-6y]) = — Xa|-f-(i — \ ; 


d’ou, en resolvant, 


Soit, pour abreger, 
on trouvera 


7 ] = 


X = 2^ X = 
Y = 27)~y = 


(i — Xd) X — Xcx 
I — X^(b^ — ac) ’ 
Xax-h (i-h Xb)y 
I — X^(d^ — ac) 

/?- — ac = D ; 

(t 2X6H-X2D)27- 


2Xcx 


I — X 2 D 

2Xax -+• (i-H 2 X 6 - 4 - X 2 D ) .X 


I — X2D 


Or ces formules, en posant 

i-hX2D 

*=rrx5D’ 

2 X 

"^-.TZTxFd’ 

ce qui donne 

^2 0^2 = 1, 

deviendront 

X = — hvi) — cuy^ 

Y = arau -+• (^ -h 
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C’est la forme analytique obtenue par M. Gauss pour la question 
arithm^tique ou Ton veut que les coefficients de la substitution 
soient des nombres en tiers. 

Enfin, si Ton fait Tapplication delameme m^tliode a une forme 
quadi'atique d’un nombre quelconque d’ind^terminees dans le cas 
ou elle est une somme de carres, on trouvera imm^diatement les 
resultats que M. Cayley a obtenus dans son beau M^moire, et je 
m’empresse de dire que je dois a I’dlude de ce Memoire Tanalyse 
que je viens d’indiquer en peu de mots. J’ajouterai cependant en- 
core les th^or^mes suivants, qui servent de lemmes a une recherche 
arithmetique importante. 

1. Ay ant ramene a une somme de carres de fonctions Li- 
neaires une forme quadratique quelconque, de sorte qiHon 
ait, par exemple, 

/= A2-+-B2^-C2h-..., 

si Von designe par ... ce que deciennent respective- 

ment A, B, C, . . . lorsqu^on fait dans f une substitution quel- 
conque qui la change en elle-meme, on aura evidemment 

2V = a A-l-P B-^y G-f-..., 

= oc^ A -H B H— Y^ G — h . . • 5 
C=:a"A-(-p"B-+-Y"GH-..., 


les quantites a, [3, y, ... etant des constantes conv enablement 
choisies. Cela pose, a une substitution qui change f en elle- 
m6me on pourra toujours faire correspondre une telle repre- 
sentation de f par la forme 

A2H-B2-hC2-l-..., 

que V expression 

A5t-f-Bj5H-Cei:H-... 

ne contienne aucun des rectangles AB, AC, .... 

Pour donner une application de ce th^oreme, nous allons consi- 
derer le cas des formules quadratiques ternaires 


/= A2 + B2-I-C2. 



Alors des constantes a, p, y, . - devant etre telles que 
^2 132 4. = A2 H- B2 4- 0-2, 


aurontj d’apres M. Cayley, les valeurs suivantes : 

A”a=iH-X“ — [jl 2 — v2, — v), A^a" = 2(Xv -i- 4), 

Ap = 2 ( (J.X + v), A|3'=I X2 -h |jl 2 — v2, Ap" = 2 ({XV — X), 

Ay = 2(vX — (jl) Ay' = 2 (v(Jl - h X), Ay" = i — X2 — ^2 _}_ 

ou 

A = I H- X 2 - 1 - (Jl 2 4 -v 2, 


et, a toute substiLution S qui change f en elle-meme, on poiuTa 
toujours faire correspondre un systeme de fonctions lindaires A, 
B, C, jonissant de la propriety qu’en devenant respecLivement 
J®, € lorsqu’on elFectue la substitution S, on aura les relations 


a'-i~ p = 0 , a'-f-y — o, p"H-y'=o. 


De la se tire la conclusion que deux des quantiles a, jjl, v sont 
nulles. On pent done faire, par exemple, 


ou bien 


= A2, 

^2 C2 = B2 H- C2, 

5V = ±:A, 

S3 = B COS0 H- C sin0, 

= — B sin6 H- C COS0. 


De la ces th^oremes : 

II. Soit 

x=px-{-py-+-p"js, 
Y = qx ^ qy y'z, 
Z = ra? -f- ry - 1 - r” z 


line substitution qui change en elle-meme une forme ternaire 
quelconque ; Vune des racines 'k de V equation 


A = 



P 

P' — l 


= o 


sera egale a±\^ et les deux autres seront reciproques. 
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III. 11 existe une infinite de formes ternaires differentes 
de f que la substitution ci-dessus change en elles-memesy ces 
formes seront toutes donnees par l^ expression 

F = /AA2-h/(B2-f-G2), 

k et I etant des constantes arbitraires. Cependant le cas des 
racines egales dans V equation A == o doit etre traite d part et 
exige une discussion speciale que nous laisserons faire au 
lecteur. 



SUR LA THEORIE 


DES 

FONCTIONS HOMOGJNES A DEUX INDftERMiNfiES 


(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, mai i 85 if.) 


PREMIERE PARTIE. 

Mes premieres recherclies sur la th^oriedes formes a deux 
lerminees ont eu pour objet la demonstration de cette proposit-ion 
arithmetique elementaire, que les formes a coefficients entiers 
en nombre infini, qui ont les memes inpar^iantSy ne doniT^^nt 
qithtn nombre essentiellement limite de classes distinctes. 

Une notion gen^rale sur les invariants s’est offerte dans ces 
cherches, amenee par une consideration purement arithmeticjxxo ^ 
la reduction des simples formes quadratiques definies, et Pappli — 
cation tres facile que j’ai pu faire pour les formes cubiques ol 
biquadratiques , m’a donne leiirs invariants obtenus dejli 
M. Cayley, en suivant une tout autre voie. Mais, a partir du cixx- 
quleme degre, Tapplication de cette methode devenait si periilDle 
que j ai du renoncer a I’espoir d’en tirer explicitement les expres- 
sions de leurs invariants, et, a plus forte raison, celle des invarian ts 
des formes des degres plus eleves. Ramene deimierement a oes 
questions, j’ai ete conduit a les envisager sous un point de vne 
nouveau, etj’ai pu enfin aborder les formes du cinquieme degr^,, 
qui n avaient pu 6tre trait^es par ma premiere methode. Les cir— 
Constances singulieres que j’ai rencontr^es dans cette recherclie^ 
me semblent ajouter encore a Pint^r^t de la grande theorie 
MM. Cayley et Sylvester ont deja enrichie de tant de decouvertes . 
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Mais j’ai eu surtout en vue la theorie aritliiiietique, dont j’ai ainsi 
troiive les veri tables elements, comme Ton verra par la suite de 
mes recherclies : des a present, neanmoins, on poiirra reconnaitre 
que la theorie des formes binaires, dans toute sa generalite, est 
etroitement liee a la composition des classes quadraliqaes, re- 
sultat singulier et qui ouvrira de nouvelles perspectives dans I’e- 
tude des propria tes les plus cachees des nombres. La loi de r^ci- 
procitedontM. Sylvester a bien voulii deja annoncer la decouverte 
etant le point de depart de mon analyse, je dirai d’abord en pen de 
mots en quoi elle consiste. 


SECTION 1. 

Loi de reciprocite. 

Elle est contenue dans le th^or^me : 

A tout cooariant d* une forme de degre et qui par rap-- 
port aux coefficients de cette forme est du degre />, correspond 
an covariant du degre in par rapport aux coefficients d^une 
forme du degre p, 

Soient 

— a{x -h ajK) {x -h oi'y). . ,{x -f- ) = a. norme [x -H ajr), 

Line forme du degre m d^composee en facteurs lineaires, et cp(^, y) 
Lin CO variant de cette forme du degr^ p quant aLix coefficients, el 
d’un degr^ qcielconque en x ei y. 

Si nous faisons 

F = aP. iioi'me(X -h olY h- a^Z 4-. . 

les coefficients de F seront des fonctions entieres de degre p des 
coefficients de /, et Ton d^montrera facilement ces deiix lemmes : 

i*^ Toute fonction entiere et du degre p des coefficients de f 
s" exprime lineairement par ceux de la forme F. 

2° Les coefficients de F ne sauraient 6tre lies par aucune 
relation du premier degri dont les coefficients seraient mime- 
riqueSj d est-d-dire independants des coefficients de /. D^oii 
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resuLte qii une Jonction da degre p de ces coefficients n^estab- 
solument susceptible que dhuie seiile expression lineaire par 
ceux de F. 

Cela etant, voici comment dii covariant cp(.r5 y') qui se rapporte 
a la forme /du degre se dediiit im covariant se rapportant a 
line forme du degre p, 

Soit 

ri — I 

-f- H — - — 

de sorte que les constantes a, Z>, c, . . . soient ce que nous avons 
appele les coefficients de f\ nous leur donnerons ime designation 
plus expressive, en les representant de cette maniere 

h=z c = 

ainsi Texpression de f{x^y) deviendra, par la suppression des 
parentheses, la puissance 

Faisons de meme 

F = aP. norme ( X a Y a^Z h-. . .h- a/^T ) = (XXq Y Yq -h. . .-H TTo)'^S 

en convenant, apres le developpement de la puissance, d’ecrire, 
par exemple, 

(X-)X- (X'«--iYo)X— lY, 

respectivement, au lieu de 


Xi»X<«, Xi«-iYoX'«-iY, 

ce qui sera une designation commode des coefficients de F. Cela 
pose, d apres le premier des lemmes ci-dessus, on poiirra, et d’une 
maniere seiilement, exprimer lineairement les coefficients du co-- 
variant o{x^ y) par les quantit^s 

(X-), (Xr^Yo), 

or il se presente cette consequence remarquable * 

Ay ant exprime cp(^, y") par les quantites 

(xr^Yo), ... • 
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conce^ons que V on supprime ies parentheses, on arrwera pai‘ 
la d line fonction du degre par rapport aux quantiies 

Xo, 07 , Tq. 

Or cette fonction sera un co^ariant de la forme suwante, de 
degre p, 

'LaxP - 1 - pXfsXP-'y -+- ^ ' 7.QXP--y--i-. . . n- Toy''- 

Rien d’ailleurs ne vient ici changer le degre des indeterminees 
X ely dans cette metamorphose qne snbit la fonction f(tc,y)', ainsi 
ce sont des covariants de meme degre par rapport aux indeter- 
minees qui se ti'ouvent lies Fun a Fautre par la loi de reciprocite. 
Mais il y a une seconde maniere de passer ainsi d’lm covariant se 
rapportant a une forme d’un certain degre, a im cotariant se rap- 
portant a une forme d’un autre degre. L’analjse precddente con- 
duit en effet, et tres aisement, a ce second theoreme : 

Etant donni un covariant quelconque du degre par 

rapport aux coefficients de La forme 

-\-pX^xP-^y -f- ■■ ^-1 Toy/^ 

si Von transforme en symboles, dans V expression de ce cova- 
riant, les quantity 

Yffj Y 

Ay , Ay I 0, • • • 7 

eri les remplagant respectivement par 

(Xf), (Xr^Yy), ... 

coefficients de la forme F, ce covariant se transformera en un 
autre se rapportant a la forme f{x^y)^ et du degri p relative- 
ment aux coefficients de cette forme. 

SECTION II. 

Consequences de la loi de reciprocite. 

Nous considerons en premier lieu les invariants, qui sontun cas 
particulier des covariants, lorsqu’on suppose leur degre nul par 
rapport aux indeterminees x el y. La connaissance complete que 
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nous avons des invariants des formes du second, Iroisieme et qua- 
Lriemedegre, nous donnera alors immediatement, pour des formes 
de degre quelconque, les invariants qui sont du second, troisieme 
et quatrieme degre par rapport aux coefficients de ces formes. 
Ainsi, les formes quadratiques 

/= 2 cjr- = H- ay) (x -i- a'y) 

ont pour expression generale de leurs invariants la fonction de 
degre 2 a, 

^ = — ac)V- = — {x — u'y-V; 

done, toutes les formes de degre a jA possedent an invariant qua- 
dratique, que nous allons calculer. Soit pour cela 

F = o2fi(X-4-aX'H-a2X" + ...-4-a2(AX(2iO) 

X (X ot^X^-H ) j 

en representant symboliquement cette forme, suivant notre con- 
vention, par 

F = ( xxo + X' x; -i- . . . - 4 - x (2 x'2f^) ) 2 , 

on trouvera bien aisement 

= a-l^oc^a'^, 2(Xj/^Xj)-^^) = a'l^{a^a'y -h aJ a ^). 

Maintenant, il viendra par le developpement de la puissance 

22 (aA = a2F'(a — — fXi a'-h 

H- jjL2(a2lA-2a'2 a'2|x-2a2) 

en rapprochant les termes equidistants des extremes, et nommant, 
pour abreger, [JL^, po, ... les coefficients binomiaux. Cela fait, on 
pent immediatement introduire les coefficients de F, et il viendra 

22IX A = 2 ( Xo Xt 2 W ) - 2 (Jli ( X'o X( 2 [^- 1 ) ) + 2 ( XJ 

le dernier terme qui seul ne contient pas en evidence le facteur 2 
etant 

Or tel est I’invariant quadratique de la forme 
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clont M. Cayley le premier a fait la decoiiverte. Les formes cubiques 

/ = ~h 3 hx^y -h 3 cxy^ -I- 

ont pour invariants la fonction de degre 4 

A = — 3 6- — 6 abed ^b'^d ^ ac^ )(J', 

done, toutes les fonctions du degre 4^-? celles-la seules, pos- 
se dent un invariant du troisieme degre. Le tlieoreme condnirait, 
si Ton ne le connaissait pas deja, a Finvariant cubique des formes 
biquadratiques 

f = ax^ -h 4 bx^y -f- 6 cx-y^ -H 4 dxy'^ H- ey^. 
jNous avons d’ailleurs Finvariant quadratiqiie 
A =z ae — 4 + 3 c-, 

ct, si nous posons 

A' = ace - 4 - a bed — ad^ — — b^e, 

les invariants des formes biquadratiques s’exprimeront par des 
sommes de Lermes de la forme 

ou 2/7Z-1-3/Z a la meme valeur qui est le degr^ de Finvariant, 
comme Fa d^montr6 M. Sylvester. Done, toutes les formes de 
degr^ pi z= 2 m 4- 3n poss^dent des invariants du quatrieme degre 
distincts en nombre egal a celui des solutions entieres et posi lives de 
cette Equation ^ = 2 m in, G’est la encore un des beaux resultats 
obtenus par M. Cayley dans son M^moire sur les hyperddtermi- 
nanls. Mais les consequences de la loi de r^ciprocite, dont j’aurai 
besoin principalement dans la suite, se rapportant aux covariants, 
j’y arrive imm^diatement en omettant beaucoup de remarques 
auxquelles les resultats precedents donneraient lieu. 

Consid^rant d’abord les formes quadratiques 

f = ax^ “h 2 bxy -H cy^^ 

nous avons cette expression generale de leurs co variants, savoir : 

4> = 2^V-{b^ — ac)P'(aa?2-H 2bxy-^ 

= — 0L'y\^{x ocyy ( X -H a'y)v, 
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de degre 2 [jl- 1 -v par rapport aux coefficients de /. Done, faisani 

2 [JL -f- V = m, 

nous aurons autant de co varian ts du second degre par rapport aux 
formes de degre m qu’il y a de solutions entieres et positives de 
cetle Equation. D’ailleurs, le nombre 2 v represente le degr^ de 
chacun de ces covariants en a? et y. Dans le cas ou m est impair, 
et dans ce cas seulement, on pent faire v = i ; on est alors conduit 
a un covariant du second degre en x et jk? dont nous allons donner 
Texpression g^nerale a cause de son importance. A ceteffet, posons 

m = -H CjK-, 

de sorte que 

A = B = (a a'), 

G = a^P--+'i(a — ^ a')2H'aa' ; 

11 s’agira d’exprimer ces diverses quantit^s au moyen des coeffi- 
cients de la forme 

F = aX^4-a2X"-H...-H a"^Xt^^^))(X H- a'X'-h a'2X"-|-...-i- 

coefficients dont nous avons pr^cedemment employ^ les valeurs, 
savoir : 

2 ( X[,^ ^ X^Q^ ^ ) = a'" ( a^’ aJj -i- olJ a'^‘ ) . 


Or, on trouve imm^diatement A et C par le meme calcul qui 
nous a donn^ Tinvariant quadratique des formes de degr^ pair^ 
savoir 

A = 2 ( Xo ) - 2 fJL, ( X'o) + 2 HL2 ( x^-s ) xs ) ~ , 

c = 2(x^'"^x;) + — 

quant aB, apres quelques reductions tr^s faciles, on obtiendra 
B = 2(XrXo)-~2((2i--r)(XS,-“i^XJ)^2(pL2-(xO(XS,^^-2)x;) 
le dernier terme ^tant 

Pour les formes cubiques 


f == ax^ -+■ 3 bx-y -4- 3 exy^ -f- dy^, 
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nous avons le covariant quadratique 

{b- — ac) X' {be — ad) xy — bd) y^, 

que donneraient les formules precedentes; mais, en le miiltipliant 
par line puissance p. de Tinvariant du quatrieme degre, on obtient 
un CO variant du degre 4 p + 2 par rapport aux coefficients de /; 
done, toutes les formes de degre 4 p + 2 ont un covariant qua- 
dratique en X et y, et du troisieme degre par rapport a leurs coef- 
ficients. Cette conclusion, a laquelle il eut peut-etre ete difficile 
de parvenir par une autre voie, nous revele ainsi Texistence d’un 
covariant quadratique pour toutes les formes dont le degre n’est 
pas un multiple de 4. Ces derni^res, comme nous pourrons Feta- 
blir plus tard, poss^dent elles-memes un covariant quadratique 
du cinqui^me degr 6 par rapport a leurs coefficients, les seules 
formes biquadratiques except^es. Les considerations dans les- 
quelles nous allons entrer vont montrer la grande importance de 
ces covariants quadratiques. 


SECTION III. 

Des formes canoniques. 


Soil f{x, y) unc forme pour laquelle on ait reconnu I’existence 
d’lm covariant du second degr^ en^ ely, 


Posons 


o{x,y) = Ax--+ Bxy-^ Cy-. 
A = B2-4AG; 


il existera, comme on sait, une infinite de substitutions, au deter 
minant un, propres a faire disparaitre les coefficients des carres 
des ind^termindes et a r^duire a Fexpression suivante 

dz XY /a . 

Soit 

i X = aX -h pY, 

I’une quelconque de ces substitutions; toutes les autres s’en de- 
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duiront, comme on sail, en la faisant siiivre de substitutions de la 
forme sriivante 

(2) X = orri, Y = — ^ 

ou 03 est line quantite arbitraire. Cela pose, nous definirons comme 
forme canonique de /(cc, y) la transformee qui en resulte par la 
substitution (i). Cette forme canonique contiendra essentiellement 
dans les coefficients une quantite arbitraire (^) qu’on mettra en 
evidence, si Ton veut, en j faisant la substitution (2). 

Mais posons d’abord 

/(aX-hpY, YXHhaY)=F(X, Y); 
nous aurons cette proposition fondamentale : 

Toute fonction entiere des coefficients deY ^ guise reproduit 
ideniiquement dans la transformee ohtenue par la substitu- 
tion (2), est une fonction rationnelle des coefficients de la pro- 
posee f(^,y)j l^ denominateur de cette fonction etant une 
puissance de A, et le numerateur un invariant de /. En second 
lieuy toute fonction qui se reproduit au signe pres redonne, si 
on la multiplie par y^A, la meme expression que les prece- 
dentes. 

Voici done le principe d’une nouvelle m^thode pour la recherche 
des invariants, puisque tout invariant de la forme f{x^y) s’exprime 
par une fonction semblable des coefficients de la transformee F, 
qui poss^dera ^videmment la propri( 5 te mentionn^e dans notre 
proposition. Nous allons en faire Fapplication aux formes du cin~ 
quieme degre. 


(^) On aurait un second faisceau pour les formes canoniques en faisant dans 
une forme canonique particuliere la substitution 

X = (,)?, y = -i T). 

to 


E. P. 



FONCTIONS IIOMOGENES A DEUX INDETERMINEES. 


3o5 


SECTION IV. 

Recherche des invariants des formes du cinquieme degre. 


Nous representerons la forme proposee par 

jk) = dx^ -h 5 bx^y -h K^cx'^y- -j- loc'x^y^ -+- Sb'xy’* n- a'y '^ ; 
le CO variant quadra tique par 

cp = (ab* — ^bc'-{~3c^)x^-+- (aa' — 3bb'-+~ 2 cc')xy-+- {a!b — [\h' c 


et enfin la transformee canonicjue par 

F = AX^J -H. 5 BX^ Y -h 10 CX*'* Y2 lo C'X^ Y^ -4- 5 B'XY^’ n- A' Y®. 


Cela pos^, puisque le co variant quadra tique de F se reduit par 
liypoth^se a Pexpression XY sjL^ nous aurons, entre les coeffi- 
cients de Fj les relations suivantes : 

AB'— 4.BC'-h3C2 = o, AA'— 3BB'-h-.>,GG'=/A, A'B — 4 G -h 3 G's = o, 

et c’est sous ces conditions qu’il nous faul obtenir Fexpression la 
plus g^n^rale d’une fonction enliere des coefficients de F, qui ne 
change pas en y faisant la substitution 

X = (Or„ Y = — i ^ 
to 

Une analyse plus longue que difficile, et que je n’ai pas encore 
assez simplifi^e pour Fexposer ici, in'a donn^ les propositions sui- 
vantes : 

Toute fonction entiere des coefficients A, B, C, . . qui ne 
change pas quand on transforme F par la substitution 

X = WT,, Y = — - f, 

CO 

est necessairement de degre pair. 

2" Designant par jji ce degre, si Von a 


)X~0 


(mod 4), 
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V expression la plus generale dhine telle fonction sera 
I = 0(AA', BB', CG'), 

0 etant homogene et de degre 
3® Si Von a 

(A ^2 (mod 4), 

V expression la plus generale sera 

1 = (AGB'2_A'G'B2)0i(AA', BB', GG'), 

0^ etant une jonction homo gene de degre 4 [a — 2 . 

De cette derniere proposition decouleimmddiaLementl’exisLence 
d’invariants de degre impairement pair, pour les formes du cin- 
qui^me degre; en effet, si nous considdrons Fexpression 

AGB'2 — A'G'B2, 

qui change de signe par la substitution 

X=a)r„ Y = -le, 

OJ 

il r^sulte du th^oreme dtabli dans la section III que, en la mul- 
tipliant par y^A, le produit sera necessairement de la forme -y? 

1 ^tant un invariant de f{x^y ) ; on a done 

I = AaVa(AGB '2 - A'G'B2) = {KM— 3 BB'-4- 2 GG')^^^^^ (AGB^s - A'G'B2), 

ce qui est une fonction de degre impaii'ement pair, quel que soit 
rentier par rapport aux coefficients de F, et par suite par rap- 
port a ceux de /, comme on lareconnait avec une Idg^re attention. 
Mais il nous faut encore approfondir la nature de ces quatre quan- 
tit^s 

KM, BB', GG', AGB'2_ A'G'B2, 

qui viennent s’offrir comme dements simples dans I’expression 
generale des invariants des formes du cinqui^me degrd. C’est Fob- 
jet des considerations qui vont suivre. 
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SECTION V. 

Des covariants similaires. 

Revenant au cas general des formes de degre quelconque ) 
qui ont Lin covariant quadratiqiie, soil, comme plus haul, 

la transfoi'in^e a laquelle nous avons donne le nom de forme ca- 
nonique. Par definition meniej le covariant quadratique de F sera 
simplement XY y/A; cela pose, nous rdunirons par la denomina- 
tion commune de covariants similaires de /ceux qui jouissentde 
cette propriete, qu’en y faisant la substitution par laquelle / de- 
vient F, leurs coefficients reproduisent toujours, a un facteur nu- 
merique pres, les quantit^s A, B, . . A', multipli^es par une 
puissance de y/A. Cette definition depend essentiellement du co- 
variant quadratique en x ety, qu’on prend pour base de la reduc- 
tion a la forme canonique, de sorte qu’on parviendra a un groupe 
diSerent de covaidants similaires en employant, pour la ri^duction 
ala forme canonique, un co variant quadratique en x et y, mais 
d’un autre degre par rapport aux coefficients. Pour fixer les idees, 
nous ne considei'erons que les groupes se rapportant aux covariants 
quadratiques dont nous avons en commengant ^tabli I’existence 
par la loi de reciprocity, etnous en donnerons une premiere serie, 
en nous fondant sur ce tbyoreme : 

Soient et A(^,y) deux covariants quelconques de /, 

le degre du second etant suppose non-inf erieur d celui du pre- 
mier ^ en faisant 

— x) =■ axe + p -H . . .-H ^ 

la forme 

dP^ dp^ n, dP'^ , dP'^ 

sera encore un covariant de /(^). 

(^) Ea supposant cp = t); = /, 5^ s’^vanouit identiquement si le degr6 de / est 
impair, et reproduit, si le degrd est pair, Tinvariant quadratique de M. Cayley, 
que nous trouvons ainsi par une voie nouvelle et tr^s simple. 
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Pour appliquer ce th^oreiue, nous prendrons A =:y, et no vis 
supposerons cp line puissance dii covariant quadratique, il viendi'i* 
alors cette serie 

^ da? dy^ dx- dy-^ ^ dx'^ dv'^ ’ * * * ’ 

qui aboutit a un invariant, si le degr6 de F est pair, et a un co va- 
riant lineaire si ce degre est impair. Ce covariant lineaire s’c^va- 
nouit identiquement dans le cas des formes cubiques, car on n 
alors 

F= AX3 + A'Y3; 

inais, ce cas excepte, il existe bien cflectivemenL Prenons pour 
exemple les formes du cinquieme degre, le covariant sera alors 

A(CX-f-G'Y), 

et, en supposant C = o, C^=o, on ne satisfait plus aux deivic. I'l**-” 
lations 

AB'-~ 4 BC'-i- 3 G‘^ = o, A' H - 4 B'G 3 C/2 = o, 

qui seiiles existent entre les coefficients deF. J’insiste sur ce p>oin I 
en raison de la grande importance des covariants lin^aires pom' la 
theorie arithm^tique des formes de degres impairs, dans laq viol 1 , 

comme j’essayerai de le faire voir, ils jouent un role capital. JMu i s , 
jiisqu a present, no'us n avons obtenu qu’uri petit nombre de co va 
riants similaires; par le lemme suivant nous verrons qu’il en i s 1 1 ‘ 
line infinite. 

J\^o?7iJ7to7is cojyime pi'ecedcnmzcfzt 

co{?ariants quelconques de let forme proposee f j les coefficic?^ n is 
du polynome homo gene suivant en U et V 

= (u.-v|,ur+vg) 

seront de nouveau des covariants de /. 

Nous ferons usage de ce lemme en supposant cp Pun quelconcj vi 
des covariants similaires precedemment obtenus, et prenant povvr 
le co variant quadratique. D^signant alors par <I>(X, Y) la trarisl 
lormee de ^ par la substitution canonique, celle du covariant c|ii~a 
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dratique ^ etant dans le meme cas XY ^A, on voit qiie les coeffi- 
cients des termes en U et V, dans la forme 

^t-[x(U-Vv/i:), Y(U-i-V/a)], 

seront efFectivement, d’apres notre definition, des covariants simi- 
laires. Maintenant chacun d’eux, par Fapplication repetee du meme 
principe et de cekii qui est fonde sur la differentiation, donnera 
evidemment naissance a une infinite d’aiitres, tons compris dans la 
m^me forme analjtique simple, que nous allons indiqiier d’une 
maniere plus precise. Soit, pour abreger Tecriture, d’apres la no- 
tation ingenieuse de M. Cajley, 

F = (A, B, G, C', B', A^)(X, 

de sorte que la premiere parenthese renferme dans leur ordre les 
coefficients de la forme ; done les covariants similaires du m^me 
degre que F, et qui resiiltent des methodes pr^cedentes, seront de 
la forme 

cl> = ^A^(aA, 8B, yG, — yG^ — -aA0(X,Yy«, 

ou de la suivante 


<!>, = PB, yC, yC', PB', aA')(X, Y)- 

les quantit^s a, [3, y, . . . etant des constantes numeriques. Les 
autres de degr^s m — 2 , m — 4? • • • sont de la forme 


(v/Ay 








Cette remarquable simplicit(^ d’expression que prennent par la 
substitution canonique une multitude de covariants de la forme /, 
qu’il eut dtd impossible d’obtenir jamais en fonction explicite des 
coefficients de cette forme, justifie, ce me semble, I’id^e nouvelle 
des formes canoniques que j’introduis ici. 
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Recherches ulterieures snr les invariants des formes 
du cinquieme degre. 

Notre point de depart sera ce tlieoreme auqiiel condnisent im~ 
mediatement les considerations pr6cedentes : soient tp et cp^ les 
covariants de/, qui deviennent respectiveinent par la substitution 
canonique les expressions designees ci-dessus par ^ et <I>| ; ces co- 
variants etant du m^me degre, on obtiendra un invariant en met- 

tant, dans de d’apres un tlieo- 

reme enonce plus haul. 

De la se tire une methode tres simple, dont nous aliens faire 
Tapplication aux formes du cinquieme degr6 pour exprimer les 
quantites AA^, CC^, . . , au moyen des coefficients de la forme 
proposee. Posons 

f={a,b,c, c', b\ 

le covariant quadratique, dans le meme sjst^me de notation, sera 

o = (ah' — f\bcy 3c2, aa ' — acc', a' b — c -h Sc'^) xy^ 

et, en faisant 

^ ^ ^ ^ 

les diverses formes /, /i ,/2, ... seront un groupe de covariants 
similaires, que nous allons employer a la composition de trois in- 
variants lo, li, lo, a savoir : 

lo en employant / avec /i, 

B id. /3, 

12 id. /s. 

Ces invariants seront respectivement des degres 4 ? 8? car il esl 
aise de voir que les covariants , /s, /g sont des degres 3, 7 et 1 1 . 
Cela pose, nommons F^, F3, Fg leurs transformees respectives par 
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la substitution canoniqiie, on aura tres facilement ces expressions 

F -(A, B, C, G', B^A0(X, 

~F, = (A, |B, IC, -{O', -A0(X,Y)Va, 

- F 3 = (A, -- iB, - |G, iC', {B', - A') (X, Y)^ 

— F5 = (A, — B, G, — G', B^— A0(X, Y)s v/a^, 

cFou Ton d^cluira 

I lo — ci V'^A ( AA' — 3 BB'h- aGG') = 9 , A, 

(I) Ii =‘>V^(A.A'-+-BB'— 9.GGO, 

( 12 = ‘2 /a^ (AA^-f- 5BB'-+- loGG^. 

Voici done un moyen d’obtenir explicitement, par les coeffi- 
cients de /, les trois quantitt^s A.A\ BB', CC', car le determinant 
relatif aiix equations precedentes est different de zero et egal a 2^, 
Mais les expressions generales donnees (Section IV) contiennent 
en outre la quantite ACB^- — A'C'B-, que nous obtiendrons de la 
maniere suivante : 


Considerons les co variants similaires ayant pour transformees 


canoniques 

- ^ d'^F 

‘^dXen^ ^ dx^d\'^ 


en formant le cube du dernier on parviendra aux deux formes 

v/a(B, G, G', B^)(X, Y)^ 
et 

A3(G3, G2G', GG^ C3)(x, Y)\ 

d’ou Ton tire to uj ours, par le meme principe, Tin variant du dix- 
huitieme degre que nous nommerons I, 

I = 3 A3 /a(BG'3— B'G3). 

Mais, par les relations fondamentales 

AB'- 4BG'-4- 3G2 = o, A^B - 4B'G h- 3 G '2 = 0 , 
on obtient facilement 

3(BG'3 - B'G3) = AGB'2 — A'G'B2, 
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A.GB'2— A'G'B2= 

A® y^A 


Voici done, d’apr^ les formules de la Section IV, la conclusion 
de noire theorie pour les formes du cinquieme degrd : 

i“ U expression la plus generale des invariants de ces formes 
dont le degre p. = o (mod 4 ) 




A /a A 2 v'a 


F etant une fonction homogene du degre ip. 

2° IJ expression la plus generale des invariants dont le degre 
'j, = 2 (mod 4) est 

\ A^A/’ 


Fj etant une fonction homogene de degre | [ji — 2. 

Ainsi un invariant quelconque, ou au moins son produit par 
une puissance de A, est une fonction rationnelle et entiere des 
invariants fondamentaux A, 12, I des degrds 4 , 8, 12 et 18. Car 
les fonctions F et F^ dtant homog^nes, on pent dcrire 


I=^F(AS AI., I,) 
A*^ 


et 


r = 


A^ 




Fi(A 3 , All, 12 ). 


Nous vojons par la se rdveler un caractere essentiel des formes 
de degre sup^rieur au quatrieme, et qui consiste en ce que les in- 
variants ne peuvent en general s’exprimer en fonction rationnelle 
d’un certain nombre d’entre eux supposes algdbriquement inde- 
pendants. M. Cajlej, M. Sylvester et mox avions longtemps pensd 
qii’en general les invariants des formes de degrd devaienl 

s’exprimer par des fonctions entieres de m — 2 d’entre eux, et 
e’est meme ce qui a emp^ch^ M. Sylvester de chercher a d^mon- 
trer la loi de r^ciprocite dont il avait aussi prdsumd I’existence, 
une contradiction necessaire s’etant manifestde entre cette loi et 
celle du nombre des invariants fondamentaux. Peut-etre cepen- 
dant, s il m est permis d’emettre une conjecture sur un sujet si 
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profond et si difficile, doit-on penser qii’il sera possible d’obtenir, 
pour les formes d’un degr6 donn^, uii petit nombre de groupes 
d’invariants fondamentaux, tjpes d’autantde series gentoles donl 
Tensemble comprendrait tons les invariants possibles. C’est ainsi, 
par exemple, qiie I’invariant du dix-huitieme degre que nous ve- 
nous d’obtenir pour les formes du cinquieme degre s’ofTi'e comme 
le type de tons les invariants de degre impairement pair de ces 
formes. Sur ce sujet nous allons encore presenter quelques obser- 
vations. 


SECTION VIL 

Recherche particuliere sur I’invariant I du dix-huitieme degre. 

Je me propose de faire voir que le carr^ de I est, non seulement 
line fonction rationnelle, mais m^me une fonction entiere dcs 
trois invariants nomm^s A, I| et lo. Soit, a cet effet, 

lo — I J A -1— ‘2 A^ = 32 J;j C t 1 1 — 2 A^ = S J 2 } 

j’adopterai pour invariants fondamentaux J2 et J3 au lieu de 1, 
etis, pour la commodiffi des calculs; et les Equations (I) de la Sec- 
tion VI donneront ces expressions tres simples 

CC' = A , B B' = A\' = - 

/A» /as /as 

Cela pose, nous partirons de la relation suivante : 

1 6 ( ACB's — A' C' B2 = ( A A' B B'— I C BB' CC'— 9 C'® )2 — 24^ BB' C'» , 

qu’on trouvera identique, en vertu des Equations fondamentales 
qu’on a entre les coefficients de la forme canonique, savoir : 

AB' — 4 BC'-h 3 C2 = o, A' B — 4 B' C + 3 C'^ = o. 

On pent effectivement d’abord I’^crire ainsi 
24= BB' C’ C '3 = ( A A' BB'- 16BB' CG'- 9 C's)^ - 1 6 (ACB's — A' C' B^ y, 

ou, en d^composant en produit la difference des carr^s, 

a 4 > BB' C 5 C's = [ A A' BB'— 16 BB' CC' — 9 C2 C '2 -+- 4 (ACB'^i — A' C' B^ ) ] 

X [AA'BB'— i6BB'CG'— gC^C'a - 4 (AGB '2 — A'C'B*)]. 
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Maintenant les equations 


3C2 = 4,BG'-AB', 3G'^=: 4B^G — A'B, 

donneront, si on les multiplie membre a membre, 

oG^G's = iGBB'GG'-h AA'BB'— 4(AGB"^-h AX'B‘^), 

et, en substituant cette valeur de C-C^- dans chacun des facteiirs, 
on verra le premier devenir 

8AGB'2 — 3!2BBXG'=8B^G(AB' — 4BG') = -“a4B'G», 
et le second se rMuire d’une maniere semblable a 

8A'C'B2 ~ SaBB'GG' = 8BC/(A'B — 4B'G) = — 9.4BG'«% 

d’ou suit Fidentitd annoncee. L’expression du carrd de 

ACB'2 — A'G'B2 

etant alors ramenee a ne plus dependre que des quantitds 

AA', BB', GG', 

on trouvera, par la substitution des valeurs de ces quantitds, une 
fonction des invariants A, Jo, J3, et, en chassantle d^nominateur, 

i6Aio(AGB'2_ a'G'B2)2 

= (— 24Ji — I2J2J3AH-3J|A2-f- J 3 A 3 H- J2A^)2 - 942 J | ( J 3 -j- J 2 A ). 

Or il arrive que le second membre contient en facteur A'b de sorte 
qu’en supprimant ce facteur il viendra 

i6A7(AGB'2_a'G'B2)2 = 1612 

= — 94J3(2J| -f- 3 J|) 3AJ2(3J| — 24 JI) — 18 A 2 JIJ 3 

— f- A^ ( <1 3 ^b2)-+- 2 J 2 J 3 A^' -1— J I A^, 

ce qui est une fonction entiere des trois invariants fondamentaux 
A, J2 et J3 ('). 


(‘) Dans les Sections VI et VII nous avons fait qiielques changements en cm- 
ployant de suite les notations dont M. Hermite se sert dans la suite du Mtooire. 
li]n outre, la revision complete des calculs faite par M. Stouff nous a conduit ^ 

^ j : il — 


SECONDE PARTIE. 


Depuis que la premiere Partie de ces recherches a ^te terminee, 
encourage par la mani^re si bienveillante dont elles ont ele ac- 
cueillies par mon ami M. Sylvester, j’ai repris avec line nouvelle 
ardeur F^tude alg^brique des formes du cinquieme degr^, et je 
vais y consacrer cette seconde Partie de mon travail en I’eservant 
en dernier lieu les considerations arithmetiqiies que j’ai annoncees 
dans FIntroduction. C’estsurune notion analytique nouvelle, celle 
des formes-types, qui sera tout a Fheure exposee en detail, que se 
foudentles resultats nouveaux que j’ai obtenus. Cette notion est 
cssentiellement propre aux formes de degres impairs, avec la seule 
exception des formes cubiques qui y echappent comme un cas sin- 
gulier. Pour les formes de degres pairs il existe quelque cliose 
d’analogue, mais qui, jusqu’a present, ne s’est presente a moi que 
d’une mani^re plus compliqu^e. Aussi en parlerai-je seulement 
j)our remarquer que les formes biquadratiques font alors excep- 
tion, de sorte que les formes des premiers quatre degres, pour des 
raisons divei'ses, doivent etre consid<^r6es comme jDr^sentant des 
cas singuliers dans les theories g^n^rales qui ont pour objet les 
Ibnctions homogbnes k deux ind^termin^ies. C’est done, au seul 
point de vue alg^brique, un champ plus vaste et plus fecond de 
recherches, qui s’ouvre k partir des formes du cinquieme degre, 
ou Fon voit apparaitre le r61e curieux d’^lements analytiques, qui 
n’existent pas pour les formes de degres inf^rieurs. D’ailleurs c’est 
dans les m^thodes simples et faciles qui se pr^sentent dans cette 
etude qu’est Favenir de la science algebrique, car elle seule pent 
donner les (^l^ments qui distinguent et caracterisent les divers 
modes d’existence des racines des equations g^nerales de tons les 
degres. J’esp^re que cette derniere consideration recevra sa sanc- 
tion de ce que nous aliens d^velopper en particulier sur les formes 
du cinquieme degr^. 
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SECTION 1. 

Des formes-types. 

La notion des formes-tjpes repose sur I’existence des covariants 
llneairesj dont il a et^ deja fait mention precedemment, et qu’on 
obtient de la maniere suivante : 

Soil, en employant la notation de M. Cayley, 

/= (a, b, c, . . c', h', 

line forme de degre impair, 

0 = [ ab’ — {ni — I ) -i- . . . , 

act ! — (7?^ — %)bb '-^. . . 5 ba' — ( /7i — i) b' c -h. . . ] xy^ y - ), 

le covariant qiiadratique de /, et Al’invariant de 6. Nommons S la 
substitution au determinant un et aux variables X, Y, qui trans- 
forme 0 en \/A.XY; cette meme substitution, faite dans la pro- 
pos^e /, donnera ce que nous avons nomme la transformee 
canonique 

F=(A,B, C, B', A')(X,Y)- 

Ainsi le caractere essentiel de la forme canonique F est que Ic 
covariant 0, analogue a 9, se r^duise a y^AXY; les coefficients A, 
B, . . . sont done li^s par les relations 

(i) AB' — {jn — i)BG' + . , . = o, A'B — {m — i) B' G -h. . . = o. 

Ceci rappels, voici comment s’obtient un covariant lin^aire a 
de la forme f. Flevons 9 a la puissance de \ [m — i), ce qui don- 
nera un covariant du degre m — i en ^ Gty, puis mettons y el 
— ^ au lieu de el y] cela fait, en remplagant un terme quel- 
conque x^y^^ par obtiendra, comme on sait, encore 

un CO variant de /, et ce covariant sera bien du premier degre. 
Mais il est essentiel d’^tablir qu’il ne s’^vanouit pas identique- 
ment. Soit, a cet effet, A la transformee de X, par la substitution S ; 
on aura 

A=V/(J^ • 
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supposant done 


dm-l F 




GX-4-G^Y, 


A ne pourra s’evanouir identiquement qii’autant qu’on aura 
G=o, G' = o, mais ces relations ne verifienl pas les equa- 
tions (i), sauf le cas des formes cubiques. Dans ce cas, en effet, 
ay ant 

F = (A,B, B', A^)(X,Y)3, 


A sera 


6^A(BX-hB'Y), 

mais les relations ( i ) 


AB'- B2=:o, A' B— B'2= o 


exigeront que B= o, B' = o. On en deduit effectivement 


d’ou 


AA'BB'=: B2B^2^ 


BB'(AA'~-BB') = o. 


Si done le prodult BB' n’est pas suppose nul, il faut qu’on all 
AA' — BB'~o, ce qui conduit a la consequence absurde que 
I’invariant 

( aA' — BB' )2 — 4 { AB' — B2 ) ( A' B — B'2 ) 


de la forme cubique est egal a z^ro. Les co variants lineaires n’oni 
done d’existence effective qu’a partir des formes du cinquieme 
degre 

/= (a, b, c, c', a’) {x, 

mais pour ces formes il y en aura un nombre infini, dont les degres, 
par rapport aux coefficients a, c, . . serontla sdrie des nombres 
impairs, 5 , 7, 9, . ... 

Le covariant du cinquieme ordre sera celui que nous venons 
d’obtenir et dont le transform^ par la substitution S est 

iciOi\(GX-HG'Y); 

le covariant du septieme ordre I'esultera du precedent, en y rein- 
plagant x et y par ^ et — d’autres poiirront s’obtenir en 

multlpliant les pr^c^dents par des invariants de/. En se bornant 
a prendre pour multiplicateur tine puissance de A, on obtiendra 
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ainsi des covariants lineaires dont les degres par rapport aux coef- 
dcients de / seront les nombres 4/^+5 et + 7? c’est-a-dire la 
serie des entiers impairs a commencer par 5. Nous en conclurons 
par la loi de reciprocite que toutes les formes dont les degres sont 
des nombres impairs a partir de 5 possedent un co variant lineaire 
dll cinquieme degre par rapport a leurs coefficients, et il est tres 
facile d’etablir qu’elles n’en possedent pas dont les degres soienL 
au-dessous de cette limite. Mais pour abreger j^oinettrai ce detail, 
et j’arrive immediatement a la definition des formes-tjpes. Soienl, 
a cet elFet, \ et Aj deux covariants lineaires distincts pour uiKi 
inline forme /; d^signons par S la substitution 

Xi = 7j, 

et par ^ la transformee de/en ^ et Je dis que les coefficients 
de cette forme ^ seront tons des invariants de 

Pour le d^montrer, voyons ce que deviennent les operations 
prdcedentes en prenant pour point de depart une forme /', trans- 
formee de /"par une substitution cjuelconque S. Soit S le determi - 
nant relatif a cette substitution S, V et \\ les covariants analogues 
a et • En inultipliant par des puissances convenal)les de 5, 
par exemple S“ et SP, cliacune des Equations 

V - r, 

11 I’^sulte de la nature meme des covariants que les premiers 
membres pourront alors etre censes provenir du r^sultat de la sub- 
stitution S dansX et X|. Ainsi pari'apport aux quantites ^ oPv]', 
la substitution H analogue a S, c’est-a-dire la substitution par 
laquelle et SPv]' s’expriment en et sera 2'= SS, et son 
inverse, qu’il faudra effectuer dans sera . Or on 

voit qu’enefFectuant en premier la substitution S"”^, i-edevient /, 
et qu’en faisant ensuite la substitution 2““^ on est ramene pr^cise- 
ment a la forme par rapport aux indetermindes 5“ De la 

resulte que les coefficients des formes <1>, relatives k /, ct a une 
transformde de /, ne different que par des facteurs qui seront des 
puissances du determinant de la substitution; ces coefficients 
seront des invariants de /; et c’est pour cette raison que nous 
donnons a la denomination forme-type. 
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SECTION II. 

Galcul de la forme-type du cinquieme degre. 

La definition qae nous venous de donner iie specifie pas les 
covariants lineaires qu’il faut employer dans la substitution qiii 
conduit aux formes-types; il suffit que ces covariants soient bien 
distincts, c’est-a-dire que le determinant relatif a la substitution 
effectuee soit diflerent de zero. Mais dans le cas des formes du 
cinqiiieine degre, que nous allons etiidierj nous ferons cboix des 
deux co variants lineaires les plus simples, qui sont respectivement 
du cinquieme et du septi^me degre par rapport aux coefficients 
de la forme proposee. En efiectuant dans ces covariants la sub- 
stitution S qui transforme f dans la forme canonique F, ils 
deviendront 

X = 1 20 ( CX H- G' Y), = 120 v/J ( CX - G' Y), ’ 

expressions tres simples, qui nous condiiisent a faire le calcul de 
la forme-type, en opc^rant sur la transformee canonique F, ce qui 
est permis, puisqu’on parviendra identiqnement au meme resultat 
en prenant pour point de dispart toute transformee de par une 
substitution au determinant un. Cela pose, ayant 

F=(A, B,G,G',1F,A')(X,Y)«, 
nous ferons, en supprimant un facte ur numerique, 

A(CXh-G'Y) = L A/a(GX~ G'Y) ==r,, 
et si nous repi'(5sentons la transformee en ^ et par 

il viendra ces expressions, 

%, = (AC'5+ A'C5 4- 5BCG'‘ H- 5B'C' C^-i- 20 C'^), 

( 2 GLi A 

55 = ^ (AC'6 — A'C3+ 3BCC'‘— 3B'C'C‘), 

(2CC'A)5/i 

€ = , (AC'6-h A' C6-+-BCC'‘h-B' G'C‘-4C3C'3), 

( 2 GG A p A 
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Cl 

(T' — I ^ (AG'» — A'C® — BGG'*'-l- B' G' G' ), 

(aCC'i)-’ /as 

ft' _ f aG^^ -¥~ — 3 BGG^'*' — 3 B^ G"*' -t- 4 G'^ G^** ) , 

(2GC'A)»A2 

A'= ^ ( AC'“ - A' C5 — 5 BCC'-'-h- 5 B' G' G'^). 

(2GG'A)5 v/a“3 

D'apres les theoremes donnes au commencement de ces re- 
cherches, on reconnait tout de suite qu’elles sont Lien, commc 
nous I’avons annonce, des invariants de la propos^e /, et qu’elles 
s'exprimeront rationnellement par les fonctions cjue nous avons 
nommees A, J,, J3, et par I’invariant du dix-huiti^me ordre I. 
.\Iais ici se presente cette circonstance importante, qu’elles 
contiendront en denominateur le seul invariant J3, sans qu’on y 
voie figurer A, comme on pouvait s’y attendre d’apres la tL^orie 
generate . Pour le faire voir, rappelons d’abord ces relations qui 
existent entre les invariants et les coefficients de la forme cano- 
nique, savolr : 

AA’ = ^ (J3 -H 3Ajj-)- A3), 

/A5 

BB' = (J3-+- Ajjj, 

/A3 

GC' = J3, 

v/a3 

AGB'2 — A'G'B3 = -4: J. 

/A- 

Nous en deduirons les valeurs des quantiles AC'“ ± A'C® el 
BC'^rr: B’C*, qui figurent dans les coefficients A, B, . . ., par les 
equations sulvantes : 

36(AC's + A'G3;) 

= ( A A' -t- 1 6 GG' ) ( AA' BB' -+- 1 6 BB' GC' — 9 G2 G'2 ) — 64 A A' BB' GC' , 
i2(BC'3+B'G3)= — AA'BB'h- i 6BB'CC'+9C2C'2, 

9( AC'3 — A' Gs ) = ( 1 6 GG' — AA' ) ( ACB'2 — A' G' B2 ) , 

3 ( BC'3 — B' C3 ) = AGB'2 _ A' G' BA 

Les equations deviennent effectivement identiques, en vertu des 
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relations fondamen tales qui Kent les coefficien ts de la forme cano- 
niquCj savoir : 

AB^ — 4 BC^ H— 3 == o, A .' B — 4 G ^ = o. 

Qnant a la im^tliode tres facile par laquelle on les obtient, je 
pense pouvoir la supprimer pour abreger, car elle se presentera 
d’elle-meme an lecteiir qui se sera bien penetre des principes de 
ces recherclies. On en deduit 


951 '= p:^(CC'- AA')(ACB'2 — A'C'B 2 )= — I 

(2CC'A)5v/a'= ' 

()€'= — ( i 3 CG'— AA') ( ACB '2 — A' G' B^) = — I 3 A J; — i a h 

(aCG'i)»v/A’ 

qU = [ ^ (25CC'— AA')(AGB'2— A'C'B2) =- I 

(3,GG'A)Va 

Le calcul des trois autres coefficients est un pen plus difficile 
et donne pour rdsultats 

■m'= [— 8iC8G'»+ iiaBB'C^G'^ — gAA'C^G'-^ 

-23AA'BB'CC'-)-A2A'2BB'J 

2'^ J jj 

[- 261 C-*C'3h-3o4, BB'C 2 C' 2 - gAA'C^C's 
(.CC»).i _55AA'BB'CC'+A.A'.BB1 

= [A 6 J 2 + ASjjH-GAUi — ayAsJjJs -3A2(i4Ji -3J|) 

— 9oAJ3J’--i-i 44 JjJI], 

363C= [71iC^C'»H-496BB'C2C'~9AA'C^G'2 

— 47AA'BB'CC' + A2A'2BB'] 

= — [A7J2-i-A®J3+6A5J|_39A‘JjJ 3— 9A3(6J| — Ji) 

* — 126 A 2 J 3 JI- 1 - 288 AJ 2 JI 4- t(52J»]. 


Ainsi, il est d6montr6 par le calcul que les coefficients de la 
forme-type deviennent des functions endures des quatre inva- 
riants fondamentaux lorsqu’on les multiplie par Jg, et c’est la ime 
remarque qui nous conduira plus loin ^ des consequences impor- 
tantes. 


H. — 1. 


21 
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SECTION III. 

L’equation generale da cinqaieme degre est ramenee a ne dependre 
que de deux parametres. 


Ce resultat suit immediatement de Fexpression de la forme-type 
que nous venons d’obtenir. Qu’on fasse, en effet, 



et Fon pourra ecrire 







iJo As ^0 As n A’S ®'o A, r,)», 


So, l 3 o, • • designant respectivement ce que deviennent les niirod- 
rateurs dans S, | 5 , quand on y remplace A, Js, J3 par i, K, K'. 
Nommons de menie lo ce que devient alors Finvariant I, il est 
clair qiFil suffit de mettre 7]1 o\/A, an lieu de ramener 

Fequation ^ = 0 a contenir seulement les deux parametres K 
et R'. El s’il arrive que A soil line quantile negative, la reduction 
sera aussi bien obtenue en remplagant v] par Iq \/ — A ; c’est la 
seule quantile irrationnelle qui figure dans la substitution, et il est 
aise de voir que Firrationnelle lov/-^ disparaitra dans Fdquation 
transformee, de sorte que K et eiitreront rationnellement dans 
le resultat. L’equation a laquelle nous mene ainsi la notion des 
formes-types n’a pas la simplicite apparente de la r^duite de 
Fequation du cinquieme degr^ qu’a obtenue Jerrard, mais elle 
met en evidence les fonctions des coefficients dont depend essen- 
tiellement la nature des racines, et tandis que Fing6nieuse decou- 
verte du geometre anglais est reside jusqu’ici sterile, nous allons 
pouvoir immediatement tirer d’importantes consequences de.notre 
transformee. 
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SECTION IV, 

Les invariants de tons les degres des formes da cinquieme degre 
sont des fonctions entieres des quatre invariants fondamentaux 
^ 2 ) J3 I. 

Dans la premiere Parlie de ces reclierclies, j’ai obtenu pour 
les invariants dont le degre est = 0 on = 2 (mod 4) les expres- 
sions generales 

e o(j 3 , AJ,,A 3 ) ie,(J 3 , 

AIJ* AP- ’ 

OLi entre en denominateur ime puissance de A; inais on pent aller 
plus loin et parvenir a des expressions endures par la considera- 
tion de la forme-tjpe. En effet, ^ <^tant une transformde de par 

line substitution lineaire au determinant -4-j coinme il cst ais6 de 

2 J 3 

le voir, tout invariant de f s’exprime au moyen d’une fonction 
semblable des coefficients de multiplied par une certaine puis- 
sance de J3. Mais ces coefficients de la forme- type sont, comme 
nous Tavons etabll, des fonctions entiimes des invariants fonda- 
inentaux divisees par une puissance de J3 ; done deja, lout inva- 
riant de la forme proposee est une fonction entiere des invariants 
fondamentaux, on au moins une jiareille fonction divisee par une 
puissance de J,). Distinguant maintenant les deux cas ou le degre 
des invariants est ~o ou =2 (mod 4), nous reconnaitrons bien 
aisdment que rexpression gendrale 

h (A, J5, J3, I ) 

r ' 

ou F est une fonction entiere, se rdduit dans le premier a la forme 

Ho (A, J.2, J3) 

r ' 

et dans le second a la forme 

IHi(A, Js, h) 

n 

Ho et dtant pareillement des fonctions entidres. Cela suit, en 
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effet, de ce que le carre et les puissances paires de I’invarian t i 
dix-huitieme degre s’expriment en fonction entiere de A, Js 
Voici done, par exemple, pour les invariants dont le deg^^ 
multiple de 4j deux expressions differentes qui doivent etre egal es : 

®o(J 3 : J25 J3) 

J ^3 ^ 

or les trois quantiles A, Jo, J3 qui j figurent n’ont entre elles an- 
cune relation et doivent etre consid^r^es comme absolumeii t inxl( 5 -* 
pendantes; Fegalite 

Ho(^l Js) J3) ^0(^3? ) 

entrame done que Hq est divisible par J3 et 0 par AH-, c’est-a-clirc 
que les invariants en question s’expriment en fonction entiere clc 
A, Jo et J3. Quant au second cas ou le degre est ^ 2 (mod /| ) ? il 
se traite tout a fait de m^me, car il conduit a I’egaJite 

101 ( J3, AJa, A^) IHi (A, J2, J3 ) 

AH' jy^ 

qui, apres la suppression du facLeur 1, coincide avec celle qxi-’ou 
vient d’obtenir; ainsi done, en general, tout invariant d’une foir'jnc 
du cinquieme degre, dont le degr6 par rapport aux coeffioiciiils 
est = 0 (mod 4 ), est une fonction entiere de A, Jo, J3, et Lo xxt i n~ 
variant dont le degre est =2 est le produit d’une pareillo foil ca- 
tion multipliee par I’invariant I du dix-huitieme degre. Les 
sions suivantes : 

Sa.A^'jn.f, ISa.AUi'J^", 

OU les quantites a sont numeriques, representent done tons les in- 
variants des formes du cinquieme degre, d’ou I’on voit qu’il isL(‘ 
autantd’invariants lineairement independants, d’un degre doixii <5 /;? , 
qii’il y a de solutions entieres et positives de Tune ou Fax.xtr'c: de 
ces Equations 

4 i H- Bi' -h 12 i" = m, 

18 -1- 4 i -h 8 + 1 2 i" = m. 

On en concliit, par la loi de reciprocite, que les formes cl’ tin 
degre quelconque m ont autant d’invariants du cinquieme degrd 
par rapport a leurs coefficients qu’il y a de solutions enti^ii'es et 
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positives des memes equations. Ainsi, parmi les formes dont le de- 
gr6 est impairement pair, il faivt aller jnsqu’au dix-hiiitieme degre 
pour rencontrer un invariant dii cinquieme ordre. 


SECTION V. 

Recherche particuliere sur le discriminant des formes 
du cinquieme degre. 

MM. Cayley et Sylvester nomment, coinme on sait, discrimi- 
nant dhuie forme /ler^sultatde r<^limination de ~ , entre les deux 
equations homogenes 

df df 

dcc'~'^^ dy~~^’ 

On obtient ainsi pour une forme dedegr^ m un invariant de degre 
2 (m — i) qui, (5gale a zero, expriine que /a un facteur lin^aire 
elev^ au carr6. Dans le cas des formes du cinquieme degr^, le dis- 
criminant est done un invariant du huitienie ordre, et qui, d’apres 
la theorie pr(^c^‘denLe, doit ^tre de cetle forme aJ 2 4- oc^A-, a et a' 
^tant num(^riques. Mais nous allons en former Fexpression par une 
m^thode particuliere et sans supposer les r^sultats gc^n^raux ^ta- 
blis dans la pi'(§c(5dente Section, dont nous voulons offrir ainsi une 
confirmation dans un cas special tres important en lui-meme. 
A cet effet, nous nous proposerons g(^n6ralement d’obtenir les va- 
leurs des invaiuants fondamentaux, lorsqu’il exisLe un facteur li- 
neaire ^lev^ au carr(5 dans la forme proposde, c’est-a-dire lorsqu’on 
pent lui donner cette expression 

/= (o, O, a, b, c, d){x, y)\ 

En observant qu’on pent mcttre x ky au lieu de x sans que 
les deux premiers coefficients cessent d’etre mils, disposons de 
cette quantity k de maniere a faire ^vanouir le coefficient de xy 
dans le covariant quadra tique 9. Nous aurons ainsi une transform^e 

/i = (o, 0 , ax, bx, Cl, dx){x,yY, 

et il faudra que les nouveaux coefficients v^rifient la condition 
a^ bx = o. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs li- 
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neaires a la troisieme puissance, il faiidra faire b ^ =: o, et, si Ton 
ecrit ainsi sous la forme 


/i = (o. O, O, e\{x,yY, 


le covariant 9 sera 




ce qui nous conduit a remplacer encore ^ ^ par X et Y. Nous 

trouverons de la sorte cette transformee des formes a facteur 
lineaire double 

j9Y3h-^(3XY4 4-. 8X3Y2), 


ou p el q sont des constantes quelconques, et qui a pour cova- 
riant quadra tique 

Cela etant, il siiffira de mettre X -f- Y et X — Y au lieu de X et Y 
pour obtenir la transformee canonique, qui sera 

F = /?(X-Y)5-h^(X-Y)2(Xh-Y)[3(X-Y)2-h 8(X + YV-], 

= /?(X - Y)5 ^(X - Y)2 (X H- Y) (i i X2 + 10 XY -h I [ Y2 ), 

^{P'^uq,—p — -\q,p--q, —p — q,p—lq, —p-+-iiq){X, Y)5. 

Voici done en fonction des deux indeterminees p et q les valeurs 
SLiivantes, propres an cas d’un facteur lineaire dleve au carre dans 
la forme proposee, savoir : 

ACB'‘- — A.' C' -i- q^). 

On en tire 


V/A = 


3.210 

25 


q^ 


4l 

v/A3 



d’ou cette conclusion importante 

A2 -H a'l Jo = 0. 


J 3 

/as 




Le discriminant des formes du cinquieme degre estdonc obtenu, 
puisque nous avons un invariant du huitieme ordre -f- 2 '^ qui 
s’evanouit lorsqu’on suppose deuxracines egales dans ces formes, 
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CL il se presente bien sous la forme valide d’apres notre theorie 
generale. Exprinn! par les coefficients de la forme canonique, il a 
cette valeiir ’ 

discriminant = AS-i-a’J. = r25 BB'- 126CC'), 

de sorle qii’oa a iin procede arithmetlque facile pour calculer dans 
un cas donne cclte fonclion si inaportante. Remarquons encore, 
avant d’aller plus loin, la quantity 

9/) J3, 

qui s’dvanouit si la forme propos6e contientdeux facteurs lineaires 
dilTdrents elcves chacun au carre. Si Ton cherche, en eflet,le dis- 
criminant dc la forme cubique 

Y)»H-5f(X-+-Y)(iiX2-).ioXYH-i.Y2), 

on Ic Iroiivcra, abstraction faile d’un facteur num^rique, egal a 
{oi p- q'-) et, d’aiirOis Ics relations prec^dentes, cette valeur 
s’exprimc ainsi 

9. ^) A3 9 JIJ 3 

‘9 ) . 

3.1i20A2 

Dans un inslant nous allons reconnaitre le r61e important qiie 
joue ccttc qiiantiu'i ( *). 


SECTION VI. 

Expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines 
reelles et imaginaires de toute equation du cinquieme degre. 

La possibility d’lin pareil rysultat est ime consequence imme- 
diate de ces deux propriytys de la forme-type, d’etre une trans- 
formye par ime substitution rydle de la forme proposee, et d’avoir 
pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il jaloin 
d’une telle possibility kxm rysiiltat effectif; aussi, depuis Tepoque 


(^) Dans le cas d’une forme contenant au cube un facteur lin^aire, tous les 
invariants s’6vanouissent, comme cela r^sulte d'un th^oreme g6a6ral donn^ par 
mon ami M. Cayley dans le Journal de Crelle. 
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ou je commimiquais pour la premiere fois cette viie a mon ami 
M. Sylvester, avais-je desespere d’aller plus loin, Fapplication du 
theoreme de M. Sturm n’etanL pas praticable sur requation litLe- 
rale et compliquee qui aurait la forme-type pour son premier 
membre . 

La m^thode suivante, a laquelle je ne suis parvenu qu’apres 
bien des efforts, me semble peut-etre meriter tin instant d’atten- 
tion, car elle offrira, si je ne me trompe, line etude alg^brique 
complete des racines de Tequation gen^rale du cinquieme degre, 
sous le point de vue de la distinction de ces i-acines comme quan- 
tites reelles et imaginaires, lorsqu’on attribue aux coefficients 
toutes les valeurs reelles possibles. Je ferai pr^ceder cette recherche 
de quelques lemmes, afin de ne pas interrompre par la suite I’ordre 
des raisonnements. 


LEMMES PRELIMINAIRES. 

Lemme I. — Le prodait des canoes des differences des ra- 
cines d^ une equation de degre quelconqueJ{x) = o est positif 
ou negatif, selon que le nomhre des racines imaginaires de 
cette equation est = o ou = p. (mod 4)- Suppose ns cette propo- 
sition vraie pour une equation dhin degre determine f{x) — o, 
nous allons demontrer qu' elle subsiste pour la nowelle equa- 
tion 

F(a7) = (37 — a) (a?— P)/(^) = o. 

Soient en effetD et D les discriminants, ou, pour plus de preci- 
sion, les produits des carr^s des differences des racines des equa- 
tions F=: o, /= o; on trouvera sans difficulte 

D=(a-pr-/2(a)/2(j3)D. 

D’ou Ton voit qu’en supposant reelles les racines a et j3, D et D 
seront de meme signe, tandis qu’en les supposant imaginaires con- 
juguees,D etD seront de signes contraires, car le produit /(a)/(p) 
sera positif, et le facteur (a — j3)^ negatif. La proposition annoncee 
se verifie done a I’egard de I’equation F = o si elle a lieu pour I’e- 
quation/=: o; ainsi elle est gendrale, puisqu'elle est vraie dans le 
cas du second degre. Les exemples suivants montreront d^ja un 
usage de cette remarque. 
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Consid^rons ime forme biquadra tiqiie 
/= {a, b, c, b', a')(x,y)’’=a{x — :ty){x—''^y)(ci!--'iy){cc~oy); 
soienl I I’invarianl du second ordrc 


aa ' — 

et D le discriminant 

^-4G(a~-p)2(a — y)2... (y — 5)2. 

Je dis qu’en supposant 1 < o la forme propos^e aura deux ou 
quatre racines imaginaires, suivanL qne D sera negatif ou posilif. 
On a, en effet, ce qiii se vei^ilie Ires aisement, 

l = aa'—4bb'-{- 3c^ = ~ [(a— P)2 ( Y ~~ 5)2 

_H(a^Y)MP--S)2H-(a-8)2(p~-YV^]; 

done, rhypolhesc 1 << o exclut le cas ou loiiles les racines sonl 
r<^elles, et le lemme pr(^c(5clent suffit pour dislingiierrun de Pautre 
les deux an ires cas seuls possibles ou le nombre des racines ima- 
ginaires esl deux ou qualre. Quelquc chose d’analogue a lieuaussi 
pour le cinquiemc degrfi; nous aliens Pindiquer, bien que nous 
n’ayons pas a nous en servir par la suite. Soienl 

f = {a. b, c, c\ //, 

= a(a; — cLy)(a;— — yy ) ^7)(^ ^7)^ 

D le discriminant, a® (a — cl A Pinvarianl qui figure dans 

nos I'ccliei’ches, savoir 

(aa'— 3bb'-h2Cc'y — /^(ab'-~/lbc'-h ^c^)(a'b— 4^'cH-3c2); 
on trouvera 

le signe S se rapportant aux lermes qu’on d^duit de celiii que 
nous avons dcril par les permutations des racines. 

II s’ensuit que, en supposant A posilif, la forme aura des racines 
imaginaires, et, comme pr^c^demment, elle en aura deux ou 
quatre, suivanl que D sera ndgalif ou positif. 
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En passantj remarquons encore cette relation 

D = (a — p)-...(o — £)^=5‘’(A2 -i-2'^J2). 

Lemme II. — 11 a ete remarque (Section II) que les coeffi- 
cients de la forme-type avaient pour comniim denominateiir 
(2J3V; d’apres cela, et pour plus de commodite^ nous consi- 
derons par la suite an lieu de f la forme (2J;j)^cp, c^est-d-dire 
nous fe rolls 

^ = (A, B, C, C^ B', 

les coefficients doff rant plus J 3 en denominateur et ayant ainsi 
pour valeurs 

36 A = A' J2 -h A® J3 -4- 6 A 5 J| — 39 A^ J-2 J3 — 9 A’^(6 — J:] ) 

— i‘ 26 A 2 J 3 J| h- 9.88AJ| J. h-ii52J§, 

36 G = AUa-r- 6A^ J 2 — 27 A^ Jg J3 — 3 A^ ( 14 J2 — 3 J 3 ) 

— 9^ ‘^•I 3 ’ll ~l~ 144 'll ‘I2? 

36B'= A 5 J 2 + AUaH-GASJI — 15A2J2J3— 3a(ioJ2~ 3 J.5) — 54J3JI; 

gB = — I (A^ -4- 3 A- Jo — 24 AJ 3 ), 

9C'= — J(A 5 -i- 3 AJ 2 — 12 J 3 ), 

9A'=>- I(A2-h3J2). 

Cela pose, on aura ces relations remarqnables, 

I AB' -4BG' + 3 C 2 = leAJji, 

(i) A'B- 4 B'C-h 3 C '2 = ™i6Ji|, 

( AA.' — 3 BB' - 4- 2 CG^= o. 
j A-.AC+d=B' = 3 ..Ji, 

( B — aAC'-i-A2A' = o; 

les premieres resultent de l*expression du covarianl quadratique 
de 3 >, qu on obtient bien aisdment. Effectivement, cette forme 4> 
provient, par le fait de la suppression du denominateur (2 J 3 )®, de 
la transformee canonique F, par la substitution 

A(CX-(-C'Y) = 2 J 3 ?, A/A(CX-C'Y) = 2J3T,; 

done son covariant quadratique proviendra, par la m^me substi- 
tution, du covariant v^AXY relatif a F, multiplie par la quatrieme 
puissance du determinant de la substitution, e’est-a-dire par 
(ajgb Cela donne pourle covariant quadratique de la forme-type 



cette expression remarqnable, 

d’oLi Ton tire de suite les equations (i). 

En reclierchant de la meme maniere le co variant lin^aire du 
cinqiiieme ordre de la forme-type, on obtiendra la valeur 


mais, d’apres la loi gen(^rale de formation (Section I), ce covarianl 
sera 


A2 


d'^ ft’ 


— l . 2® J J 0 [( A 


•A A 


fT> 


ch 

d^* 


dr{^ 

a A C -h A 2 B ' ) ^ H- ( B ~ 0. A G ' -H A 2 A ^ ) '0 ] , 


d’oii Ton concluL Ics relations ( 2 ). 

II serait Lr(^s important, pour la tli^orie des formes du cinqui^mo 
degr(5, de calculer, comme nous venons de le faire, les valeurs 
d’un plus grand nombre de covariants de la forme-type ; on recueil- 
lerait ainsi des <^](5ments prdcieux d’observation qui pourraienl 
^clairer la nature des rapports de ces covariants avec la forme dont 
ils tirent naissancc. Pourle moment, nous ne poxivons nous cmpli- 
cher d’appelcr rattentioii du lectcur sur la simplicity des dqua- 
tions que nous venons de trouver entre les coefficients si compli- 
qu^s de la forme-type ; dies vont nous donner une dymonstration 
facile de la proposition suivante, qu’il importe (l’6tal)lir pour la 
recherche spydale que nous avons cn vue dans cette Section. 

Lemme III. — LI iquatiofi da quatrihme degri par rapport 
d Jo; qiLon forme en egalant d zero V invariant du dix- 
huitienie ordre ^ a to uj ours deux racines r^elles, et deux ra- 
cines imaginaires. 

D’apres la valeur que nous avons obtenue pour I-, cette Equa- 
tion est 

i(n2=== AUI-H2AU2J3-1- A-nJi 4 -()J|)--- 18A2JIJ3 

- 4 - 3 A (3 J| — 24 J2JI) — 24(2!^ -H 3 J| J3) = o, 


OLi, en ordonnant par rapport k Jo, 


gA J|H- G(A3-^ l^Jg) i8A2J3)Jj 

-h( 2 AU 3 — ^48J| = 0 . 
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Elle est, comme on voit, assez compliquee pour qii’on puisse 
h^siter a y appliquer le theoreme de M. Sturm; mais heureuse- 
ment elle admetune transform^e tres simple. EfTectivement, pour 
ime valeur de Jo qui satisfaita cette equation, les coefficients A, C, 
donnent, en vertu des equations (r) et ( 2 ), 

AB'-i- 3G-2 = i6AJ5, 

A — 2AG-h A2B'=3‘2J5, 

puisque B, C', A', contenant I en facteur, s’annulent. Or, en 6li- 
minant A et B', on trouve 

3G^— 8AJ|C2-f-i28J|G — iGA^Jio == 0 . 

Ce resultat paraitra bien remarquable, si Ton a egard a la com- 
plication de la valeur de C exprimee en fonction de Jo; quoi qu’il 
en soit, cette fonction etant rationneJle et entiere par rapport a Jo, 
il suffira de raisonner sur I’^qualion en C, et d’^tablir qu’elle a 
bien deux racines reelles el deux racines imaginaires. Or le pre- 
mier point resulte de ce que le dernier terme est essentiellemcnl 
negatif, el le second de ce qu’en faisant 

3 G'*- — 8 A J| G2 -f- 128 G — 16 A2 JJO :::::: C, 6', a') (G, I )'% 

I’invariant du second ordre, 

ao ! — '\hU -i- 3c2, 

a la valeur negative 

— i_| 1A2J»‘> (Lemme I). 

Des limites entre lesquelles se trouve toujours renferme I’invariant J 2 
de toute forme du cinquieme degre a coefficients reels. 

La forme-type, a laquelle nous avons ramen^ la forme g^n^rale 
du cinquieme degre par une substitution lin^aire, ne contenant 
plus que trois parametres, A, Jo, J3, on est naturellcment conduit 
a etudier les racines de cette forme considerees comme fonctions 
de ces parametres, tandis qu’on n’aurait jamais song(^ a se pi'oposer 
la m^me question sur les racines elles-memes de la forme primi- 
tive, considerees comme fonctions de cinq quantites arbitraires. 
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Mais, des Fabord de cette recherche, se presente ime circonstance 
importante. En consid6ranL pour les coefficients de la forme pro- 
pos6e, des valeurs r^elles, les parametres de la forme-type, qa’on 
ne devra pas deja supposer imaginaires, ne peuvent meme recevoir 
toutes les valeurs reelles possibles. II entre, en effet, dans la 
forme-type, Finvariant I du dix-huitieme ordre, qui doit etre aussi 
essentiellement r^el, de sorte que (etant algebriquement indepen- 
dantes) les quantit^s A, J2, J3. en tant qu’elles proviennent d’une 
forme r<^elle, sont assujetties a cette condition de rendre positive 
la fonction 

I()f2 == gA 12 J 3 )J| H- (AfJ — i8 A 2 J 3 )Ji 

-+-(2AU3-72AJ|)J24-AU|-48Ji. 

Or, quels que soient A et J3, nous avons d^montr^ que F^qua- 
tion P = o, en prenant J2 pour inconnue, avait toujours deux 
racines r(5elles et deux racines imaginaires. Nommant done j et f 
ces racines r(5elles, il est aisd de voir qu’en supposant A positif, 
les valeurs de Jo qui rendront la fonction I reelle seront n6ces- 
sairement an dehors de Fintervalle compris entre / et y', tandis 
qu’en supposant A negatif ces valeurs seront comprises, an con- 
traire, dans le m^me intervalle. Une observation tr^s simple con- 
(irme cette conclusion que J2 est ni^cessairement limits quand A 
estn(5gatif; siFon suppose, eneOFet, Jo tres grand, on trouvera, en 
employant les expressions donn(5es pr^cedemment des coefficients 
A, B, . . que la forme <t> devient scnsiblement proportionnelle a 
(^/A — 7)) ’, de sorte que les cinq racines se presenteraient 
toutes comrne imaginaires, en devenant (^gales a la limite, tandis 
qu’on sail bien que leur commune valeur doit etre reelle. Ces 
limites, que nous venous de Lrouver pour les valeurs de Jg, vont 
encore se pre^senter dans une circonstance importante, comme on 
va voir. 

Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des 

fonctions continues de J2, considere comme une variable reelle. 

Nous nous fonderons pour cette recherche sur ce th^or^me si 
important dans toute F Analyse, que Fillustre g^om^ti'e, M. Cauchy, 
a ddmontre sous un point de vue plus g^n^ral dans les Nomeaux 
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exercices de Mathematiques (l. II, p. 109) : <c Les racines d’mic 
equation algebrique dont les coefficients contiennent, sous forme 
rationnelle, un parametre^, sont des fonctions continues de ce pa- 
rametre, tant qu’en variant suivant ime loi donnee, en restant 
toujours reel, par exeinple, il n’atteint pas une des valeurs parli- 
culieres qui font acquerir des racines egales a Tequation proposfie. 
Mais la quantity Jo, que nous considerons comine un parametre 
variable entrant dans requation que nous voulons ^tuclier, savoir, 

(A, B, C, C\ B', K'){x, iY = o, 

sous un radical carr^ I, nous feronsy = I^, ce qui donnera I’equa- 
tion en y, 

( A, IB, r^C, BB', I-A')(/, = 

dont tons les coefficients sont rationnels, puisque B, C^, con- 
tlennent deja I en facteur. Cela pos^, nous allons, pour appliquer 
le theoi'eme de M. Cauchj, calculer son discriminant. Or le dis- 
criminant D, de la forme primitive 

/= (a, b, c, c', b', d){x,yf, 

se reproduisant dans tou te transforinee, midtipli^ par la vingtieme 
puissance du dc^Lerminant de la substitution, on trouvera d’abord 
(2J3)-^D poLirle discriminant de d>, et (2 D, pour celiii 

de requation eny. Par la nous voyons que les valeui's de Jo, pour 
lesquelles les racines y deviennent discontinues ), sont donn^es 
par les Equations 

1 O, D = — 1— 2*^32 = O. 

Et commele radical carrd I est aussi fonction continue de Jo, entre 
les limites determinees par Fequation I=o, la relation y = I^ 
montre qu’on pent regarder les racines x elles-m^mes comme 
fonctions continues de Jo, tant que cette variable, que nous sup- 
posons reelle, n’atteint pas la valeur — 2~^A“ ou rune des quan- 
tiles nominees precedemment j et f . Peut-etre devons-nous faire 
observer que nous ne considerons pas un autre genre de discon- 
tinuite, le passage a rinfini d’une racine, lorsque le coefficient A 
s’anniile. La raison en est que, dans le voisinage d’une valeur 


(A On dirait plutdt aujourd'hui sont irreguliereSj car il ne s’agit pas ici d'une 
veritable discontinuity. E. P. 
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reelle de Jo, qm donnerait Amo, les inverses des cinq racines 
sont certainement des fonctions continues, et ne pouri'ont passer 
da r^el a Fimaginaire, on de Fimaginaire an reel, lorsqiie Jo aura 
aLLeint et depasse la valeur particuliere en question, en supposant 
Loutefois, comme il arrive en general, que Fon n’a pas en meme 
temps Bm o. On voit done qiFaucun changement dans le mode 
cF existence des racines de la forme-type, comme quantites reelles 
et imaginaires, ne correspond a cette discontinuite particuliere 
qui provient du passage par Finfini, et qu’ainsi elle n’est pas a 
consid^rer dans notre recherche (^). » 


Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque J2 est egal 
a la limite / oii a la limite /. 

Nous avons precedemment distingu^ avec soin, dans Fensemble 
des valeurs reelles de Jo, les intervalles entre lesquels cette quan- 
tit(5 pent etre regardee comme provenant d’une foiune a coefficients 
r(^els. Franchir les limites assignees sei'a done considerer ce que 
deviennent les racines de la forme-type, pour un etat imaginaire 
des coefficients de la forme ])riinitive. Cependant, si nous suppo- 
sons toujoLU's Jo reel, ces valeurs imaginaires, qui viendront neccs- 
sairement s’olTrir, ne seront point entierement arbitraires, et 
seront soumises a des conditions spc^ciales. Or on va voir combien 
est utile la consideration de ces valeurs limit^cs comme nous le 
disons, de manicre que les invariants dii quatrieme, du huitieme 
et du douzierae ordre restent rdcls, Finvarlant du dix-Iuiitieme 
etant seul aflecte du facleur y/ — i. Effectivement, nous aliens 
pouvoir suivre de la manicre la plus facile et la plus claire com- 
ment les racines de la forme-type changent successivement de 


(‘) Cette consid 6 ration des inverses des racines sert aassi ^tablir, quand on 
reclierclie la distribution en systemes circulaires des racines v d’unc Equation de 
la forme 

-h. . . =0, 

N, P, ... 6 tant des polynomes entiers en que ces systemes subsistent sans alt<^- 
ration lorsque le contour d<§crit par la variable 5 vient ^ comprendre un nombre 
quelconqiie de points, auxquels correspondent des racines de Pequation N = 0. 
Voyez ^ ce sujet le n° 37 du M^moire de M. Puiseux intitule JRecherches sur les 
Fonctions algebriques [Journal de Liouville^ t. KV). 
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nature en passant du reel a Fimaginaire on de I’imaginaire an reel, 
lorsque J2 varie de — 00 a -f- 00, et, par suite, etablir ce que sent 
ces racines dans un intervalle donne, resultat important auquel 
nous n’aurions pu parvenir eii renoncant a ces valeurs de para- 
metre variable qui supposent necessairement imaginaires les coef- 
ficients de la forme proposee. Voici, pour cet objet, les dernieres 
propositions preliminaires que nous avons a demontrer. Je dis 
d’abord qu’en siipposant D = o, on aui’a 

23212= (25A3 _3.2l‘>J3)(25A3— 2llJ3)2. 

C’est une consequence immediate de la formule 

= ACB'2-A'C'B»= '4-pq{^P^-+q^), 
y'A'f ^ 

donnee Section V. On trouvera, en effet, le resultat annonce en 
elevant an carr^ et rempla^ant et q- par leurs valeurs en J3 et A, 
telles qu’elles resultent des formules de cetle Section. II s’ensuit 
que, pour D = o, I sera reel on imaginaire, suivant le signe de la 
quantile 20 A* — 3.2'® Js, et, par consequent, le discriminant s’eva- 
nouira dans I’intervalle des valeurs admises ou des valeurs exclues 
de Jo, suivant que aoA® — 3.2'®Js sera positif ou negatif. Cela 
pos4, je vais demontrer que si le discriminant ne s’dvanouit 
qu en dehors des limites Joizr^y, J2 les racines de la forme- 

lype presenteront pour ces deux limites un m^me nombre de 
quaniites reelles et un meme nombre de quantit^s imaginaires. 
Deux cas sont a distinguer suivant que A est positif ou negatif. 
Dans I’un et I’autre, les racines de la forme-type seront certaine- 
mententreles limites / et/ des fonctions continues de J^; dans 
le second cas, les coefficients de T^quation etant rdels, le nombre 
des racines reelles de 1 equation ne peut changer entrey ety^ que 
si D s annule, ce qui n’a pas lieu. Dans le premier ens, onne peut 
faire le meme raisonnement. C’est done seulement dans le second 
cas que notre proposition se trouve immediatement 4tablie, et, 
sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion que la 
methode suivante ^vite, car il n’y figure plus de considerations de 
continuite. 

Lorsque I = o, nous avons trouve precedemment les relations 
(I) AB'+3C^ = i 6AJ|, B'C=4J|, A-2AG-^A=B' = 32Ji 
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et aussi line equation ne contenant que C, et qiie nous pr^sente- 
rons sous cette forme 


( 2 ) (3C2h-4J|a)(C2 — 4 AJ|) = _i 28 J|C. 

Cela pos^, il s’agit d’en deduire les valeiirs des quantiles qui 
determinent par leurs signes la nature des racines de Tequation 

(A, o, C, o, B', o)(a;, r)s = o. 


Or ces^qiwniit^s sent aSG^ - SABVen premier lieu, puis les rap- 

A’ X’ il sera pr^f^rable de prendre les 

suivantes 


5G2_AB', AC, AB', 

oil meme celles-ci 


5 G 2 - AB', 


5C2 — AB' 
AB' 


et 


B^G, 


ce qui est permis comme on le veri'a bien facilement. Mais, par 
I’^qiiation (i), on trouvera 


5G2^ AB'=8(G2-~2AJ|) 
et 

5G2-AB- ^ 

AB' ^ fGAJf -3C2 ’ 

ce qui nous conduit a d(^ terminer la nature des racines de noire 
equation par ces deux fonctions tres simples 


car il est inutile de considdrer la troisi^me B'C, qui conserve abso- 
lument la m^me valeur pour J.> =j, h =f. 

Or, en dlevant au carrd les deux membres de I’dquation (2), on 
introduira partout le carrd C^, et une elimination facile alors 
donnera 


(3) (3«tH- 10AJ|)2(„_2iJ|)2 ^ I282 J*»(mH-2AJ|), 

(4) A'''(3op -+- 5)2(2P — 1)2 = 2.322J3(8p-f-l)(3p-|-l)3. 

Chacune de ces equations aura, comme I’equalion en C, deux 
racines imaginaires et deux racines redles qui correspondent res- 
pectivement J2 =y , Jo done, pour Tune et pour I’autre, 
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En raison de cette circonstance, essayons d’en determiner la 
ture. Pour cela, nous nous placerons precisemenl dans ce cas ] 
ticalier oil D = o. Divisant la forme-type par le facteur line 
qu’elle contientalorsaucarre,nous obtiendrons iineforme cubic 
dont il faudra calculer le discriminant. Mais, dans ce but^ n 
pouvons remplacerla forme-type < 1 > par la transformee canoniqu 
puisqu’elle s’en deduit en faisant line substitution an determir 
reel 2 J3. Alors im calciil tres facile, qui a ete execute a la Sec 
{in jinem)^ conduit, abstraction faite d’un facteur positif, ; 
fonction deja consideree plus haut 

II a ete remarqu^ qii’elle ^tait positive dans ce premier cas, oil ri 
nous trouvons maintenant, oii Ton a les conditions 

A > 0 , 23 A3 — 3.2^®J3>0. 

Ainsi, de ces trois racines fonctions continues de J2 entre 
limites Jo = — 00, Jo = y , une seule est reelle et les deux au 
sont imaginaires. Cela pose, il s’agirait de reconnaitre, pour des 
leurs de Jo infiniment voisines de — 2“’^ A-, la nature des d 
autres racines qui sont ^gales pour 

J2=— 

Cette cfuestion rentre dans les prlncipes conniis, mais nous p 
vons Teviter en rappelant le premier lemme oil il a ete etabli 
la seule condition D <C o assurait Fexistence de deux racines i: 
ginaires et de trois racines reelles. Puisqu’il y a dans Fequal 
deux racines imaginaires quel que soil Jo, il faudra qiie les d 
racines qui deviennent egales qiiand le discriminant s’evani 
soient reelles, tanl qu’il est negatif, etpassent a Fimaginaire lorsc 
apres s’etre annule, le discriminant devient positif. Maintenan 
continuant a croitre, la forme-type offrira toujours quatre raci 
imaginaires et une racine r 6 elle jusqii’a ce cju'on parvienne 
limite Jo =:y, a partir de laquelle on entre dans Fintervalle des 
leurs exclues dii param^tre. Alors les coefficients qui contienn 


(q J’ai pris, suivant I’usage, le discriminant d’une forme cubique de s 
contraire au produit des carr6s des differences des racines de cette forme. ' ; 
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eix facteur le radical carr6 deviennent, dans tout cet intervalle 
iiriaginaires; oependant nous allons encore suivre les racines en 
les faisant ddpendre d’une Equation a coefficients r^els. Pour cela 
fa.isaiit dans la propos(5e 

(A, B, C, G', B', A') (^, i )5 = o, y = 00 v/— i', 

ixous aurons dans rintervalle compris entre j el f la Iransformee 
^ coefficients rdels 

[a, s/ I B, C, — ^ — I G', B', y/ — I A'] (j/, 1)5 o. 

D ans cet intervalle et les limites comprises, les cinq racines y se- 
llout fonctions continues de J2 ; ainsi leur nature depend de leurs 
valours ini dales, par exemple pour Jo = j. Mais il est bien a re- 
iTcxarquer qifalors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent 
a. voir leurs parties reelles nulles; deux cas diff^rents peuvent done 
se pr(§senter : les valours initiales des racines y seront toiites reelles, 
ou. bien quatre d’entre elles seront imaginaires et une seule r^elle. 

C’est une question curieuse et delicate de reconnaitre si les 
deux cas sent possibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour 
le r6soudre, je remarquerai que F^quation en jk? pour J^ = j par 
exemple, est de cette forme 

(A, o, — C, o, B', 0) (jr, 1)5 = 0, 

B' 

ot que la quantity est n^cessairement positive. En efFet, si elle 

<§tait negative, on voit bien aisement que cette equation aurait 
xx<^cessairement deux racines imaginaires et trois racines reelles. 
.Et la m^me chose a lieu pour J2=y', d’ou il suit que le signe 
commun aux deux racines reelles de I’^quation en 

_ G 2 — 2 AJ| _ I 5 G 2 ~ AB' 

^ ~ i6AJ5~3G2 "" 8 AB^ 

sera celui de la quantity 50 ^ — AB^ aux deux limites. Or Fequa- 
tion en p a ses deux racines positives, car son premier membre^ 
comme nous Favons vu, est positif pour = o, et J3 etant po- 
sitif, par la substitution, on le trouvera n^gatif au contraire pour 
done, nous avons une racine comprise entre z6ro et|, et 
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Tautre racine, qui est necessairement de meme signe, sera done 
aiissi positive. L’equation 

10 -h 5 B' = o 

a done, par rapport a 7-, ses deux racines reelles, et, comme AB' 
est posilif et que B^C = 4 J3 est aussi positif, ces deux valeurs dey^ 
seront positives. Ainsi, Tequation en jk, pour Jo = j et Jo = a 
ses racines toutes reelles, et le premier des deux cas dont nous 
avions admis la possihilit^ a seul lieu. 

Au dela de la limite Jo = /, les coefficients de F^quation en x 
redeviennent reels, et dans cette seconde serie des valeurs adinises 
dll parametre, jusqu’a Jo = H-oo, les cinq racines restent indefi- 
niment des fonctions continues, et offrenl toujours une quantile 
reelle etquatre quantiles imaginaires dont les valeurs initiales sont 
lesproduits dii facteur y/ — i par des quantiffis reelles. 

Enfin, considerons le cas ou le discriminant s’dvanouit entre les 
liinites Jo = + 00, J2= /, et faisons alors d^ci'Oitre le parametre 
variable de -h 00 a — 00. Tout a fait comme precedeminent, nous 
Irouverons, dans Fintervalle compris cnlre les limites <+• 00 et y', 
trois racines qui seront fonctions continues de Jo. Deux d’entre 
elles seront imaginaires et la troisieme reelle, a cause de la condi- 
tion 25 — 2d^J3>>o. Quant aux deux autres, qui deviennent 
egales quand le discriminant s’evanouit, elles seront imaginaires 
tantque le discriminant D restera positif, et passeront a I’dtat reel 
en devenant irregulieres lorscjue D, apres s’etre annul(5, deviendra 
n^gatif. Nous parvenons ainsi a la limite Jo= avec deux racines 
imaginaires et trois racines reelles. Pour suivre ult^rieurement les 
racines, dans Tintervalle des valeurs exclues, de Jo = a Jo = y, 
nous ferons encore y = x\^ — i, et la Iransformee a coefficients 
r^els aura dans toute cette ^tendue ses racines fonctions conti- 
nues de Jo. Quanta leur nature, elle resulte cette fois sans ambi- 
guity des valeurs initiales, qui offrent trois quantitys rydles et 
deux quantiles imaginaires produits du facteur i multipliy par 
des quantitys rydles. Nous savons que dans ce cas J3 est nycessai- 
rement nygatif. 

Enfin, lorsque le parametre dycrolt de la limite y ^ — go, nous 
retrouvons pour les cinq racines des fonctions continues, parmi 
lesquelles deux sont imaginaires et les trois autres reelles. 
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DcuxicTTic ccis. Les valeurs admises de Jo forment une seule 
serie dey a y', et la condition 


25A3— 3.210 J3>0 


signifie que le discriminant s’^vanoiiit dans cet intervalle. Faisanl 
done croitre Jo par degrds insensibles a partir de la limitey, tant 
qii’on n’atteindra pas la valear — pour laqiielle D s’annule, 

les cinq racines demeureront des fonctions continues, et aucun 
changement ne siirviendra dans leur nature. Mais, pour D=o, 
deux d’entre elles presenteront alors une irregularite en devenant 
dgales, tandis que les trois autres resteront des fonctions conti- 
nues jusqu’a la limite f. En raisonnant comme dans le cas prece- 
dent, on verra que la nature de ces trois racines depend encore de 
I’expression — 2^* Ja, qui maintenant pent etre positive ou 
negative. Supposons-la d’abord positive; e’est admettre dans Tin- 
tervalle compris entre y et f Fexistence de deux racines imagi- 
naires et d’une racine rdelle. Done, tant quele discriminant, avant 
de s’evanouir, restera ndgatif, les deux autres racines del’equation 
seront rdelles et, lorsque D deviendra positif apr^s s’^tre annule, 
elles passeront, en devenant discontinues, a Fdtat imaginaire. 
Ainsi done, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines 
rdelles Forigine Jo= y, et quatre racines imaginaires avec une 
racine rdelle a la limite sup^rieure Jo=:y^ Maintenant, si nous 
faisons encorey = x\l — i , pour arriver a une transformee a coef- 
ficients I'dels entre les limites J2 =y , Jo^ — co, d’une part, 
Jo==: y', Jo = -h 00, de Fautre, il est clair que dans ces deux inter- 
valles les racines y ne prdsenteront plus aucune disconlinuite et 
demeureront respectivement ce qu’elles sont aux deux origines. Or, 
pour Jo = y nous savons avoir, sur les cinq racines trois quan- 
titds rdelles et deux imaginaires; done, il en sera de meine pour 
les racines jK- Et, puisqu’il en est ainsi, Fexpression 5 C- — AB' est 
positive; alors, nous en con'clurons qu’elle sera negative pour 
Jo = f ^ car le dernier terme de Fdquation en u dtant 

(^lyAJIoCaSAS-aiiJ,), 

a cause de A <] o, les deux racines u sontde signes contraires. Done, 
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les racines x presentant qnatre quantiles imaginaires pour J2= j\ 
il en sera de m^me des racines y, 

Supposons en second lieu 

a 5 A 3 — o; 

c’est admeltre trois racines reelles comme fonctions continues de j 
a f . Alors les deux autres racines, qui sont egales quand D s’an- 
nule, seront imaginaires pour D d o, et deviendront reelles quand 
D passera a Fetatpositif. Ainsi, comme tout a Flieure, deux racines 
imaginaires el trois racines reelles a Torigine J2 = /, mais cinq 
racines reelles a la limite Jo^ f > Pour ce qui concerne les quan- 
tiles y = x\j — I, de J2 =7 a Jo = — co, elles seront fonctions 
continues, el, dans tout cet intervalle, prdsenteront, comme a 
Torigine, deux quantiles imaginaires el trois reelles. De Jo =y ' a 
J2~-4 -oo, elles seront encore continues, mais une seule sera 
reelle, les quatre autres imaginaires, et ayant pour valeurs ini- 
tiales les produits du facteur y/ — i multipli^ par des quantiles 
reelles. 

Troisieme cas, — Les deux derniers cas peuvent se ramener 
par la consideration suivante aux deux premiers. 

Concevons que dans la forme-type on change A et J3 en — A el 
— J3, en conservant Jo avec son signe, on verifiera que les coeffi- 
cients A, B, C, C^, B', hi deviendront respectivement 

— A, G, — -B', aV-“; 

done, en mettant a la place de x\J — i, et multipliant encore 
la transformee par y/ — i, on trouvera exactement le meme resultat 
qu’en changeant les signes des invariants A et J3. Or les condi- 
tions caract^ristiqiies des deux derniers cas, savoir 

A > O, 25 A3— Q ^ A < O 5 25A3 — 3.2^0J3<0, 

reprodiiisent, parle changementde signe de A et J3, celles des deux 
premiers. Ainsi, du second nous allons deduire le troisieme, et du 
premier le quatrieme, avec ce seul changement que tout ce qui a 
616 dit des quantit^s x et y devra etre transport^ aux quantiles y 
et x^ X ^tant toujours Finconnue de F^quation proposee, ei y 
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designant xsj — i. Cela donne les conclusions suivantes, en com- 
mengant par le troisieme cas. Alors les valeurs admises du para- 
inetre forment les deux series de ~oo ay et de / a -poo. 

Dans la premiere des cinq racines deux sont imaginaires et 
trois reelles; dans la seconde, qiiatre sont imaginaires, une seule 
est reelle, et, d’ailleurs, dans les deux series elles restent toutes 
fonctions continues du parametre. Pour les racines j, c’est dans 
rintervalle compris de j a / qu’elles dependent d’une equa- 
tion a coefficients rdels, et deux cas sont a distinguer suivant que 
25 A'^ — 2^^ J3 estn^gatif ou positif. Dans le premier, sur les trois 
racines qui sont fonctions continues de j a /, une est reelle, et 
deux sont imaginaires. Quant aux deuxautres racines qui devien- 
nent discontinues pour D = 0, elles sont reelles si D est negatif, 
et imaginaires lorsque D est positif. Enfin, si 25 est 
positif, les trois racines qui sont fonctions continues sont reelles, 
et les deux aiitres sont imaginaires pour D < o et reelles pour 
D >0. 

Quatrieme cas^ — Resume. — Ennous bornantpour abreger 
aux racines on volt qu’elles seront toutes fonctions continues 
du parametre dans I’intervalle des valeurs admises qui s’etend 
de j a f. Maintenant, et d’apres ce qui a et6 dit du premier cas, 
toutes ces racines seront reelles si J3 est negatif, deux seront ima- 
ginaires et les trois autres reelles si J3 est positif. lei on ne voit 
plus figurer le discriminant; cependant il est bien facile de veri- 
fier encore que pour J3 m^gatif il a une valeur positive et pour 
J3 positif une valeur negative. ElTectivement, cette condition 
J 3 < o signifie, d’apr^s ce que nous avons vu dans le premier cas, 
que le discriminant s’dvanouit entre les limites Jo = — 00, Jo =ry ; 
or, pour des valeurs croissantes du parametre, il passe, en s’eva- 
nouissant, du n(^gatif an positif, et arrive a I’^tat positif dans I’in- 
tervalle des valeurs admises. An contraire, si J3 est positif, il 
s’evanouit entre les limites Jo =/, J2=-+-co, eta consequem- 
ment une valeur negative dans I’intervalle compris entre j ety'. 
Dans le troisi(^me cas, le discriminant ne se trouve pas non 
plus immddiatement en Evidence; mais, comme il s’evanouit alors 
dans I’intervalle compris de y a y', il est clair qu’il est negatif de 
Jo = — ao k J 2= Jj et positif de J2 =y^ a J2 = -l- 00. 
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Ces remarques faites, nous pouvons maintenant rapprocher les 
divers resullats qiie nous venons d’obtenir; nous formerons ainsl 
le tableau suivant, qiii offre I’expression par les invariaiils fonda- 
mentaux du nombre des racines reelles et imaginaires de Tequa- 
Lion generale du cinquieme degxe : 

-(_ a" Jo < o- . . , 


trois racines reelles, deux racines imaginaires; 

I A<0, '2513 _ 3. *210 J3 
cinq racines reelles ; 

A< 0 , 2513 — 2513 — 2 ^^ J 3 < O, 

cinq racines reelles ; 

l>o, 

une racine reelle, quatre imaginaires; 

1<0, 2513 — 3.2l<^J3>0, 2513 — 2IU3 > (), 

\ une racine reelle, quatre imaginaires. 


On comprend facilement comment dans certains cas le nombre 
des conditions a pu se r^duire. Par exemple, avec A - -}- 2^ Jo o 
et A ^ o, on trouve une racine reelle et quatre racines imaginaires 
lorsque 26 A^ — 3.2'^J3 est positif, et aussi lorsqu’il est n^gatif; 
on pent done ne conserver que les deux premieres conditions. 
Enfin, nous remarqueroiis, dans Fun des cas ou il y a cinq racines 
r6elles, que les conditions 

^ < 0, J3 > o 

entrament la suivante 

2513 — 3.2l0j3<o, 

qu’on pourra supprimer si Ton veut. La simplicity de ces resultats 
ne semble-t-elle pas indiquer que le thdoreme de M. Sturm, si 
beau dans sa genyralite, est loin de fournir Fexpression definitive 
des conditions de reality des racines des Equations algybricpes? 



FONCTIONS HOMOGENES A DETJX INDETERMINEES . 


347 


SECTION VIL 

Sur la reduite du sixieme degre de 1’ equation generale 
du cinquieme degre. 

Lagi^ange a fait voir que la resolution par radicaux de requation 
du cinquieme degre depend, lorsqu’elle est possible, de la deter- 
mination d’une racine commensurable, d’une equation du sixieme 
degrd dont les coefficieiiLs dependent rationnelleinent de ceux de 
la proposde. Mais jamais le calciil de cette reduite du sixieme degre 
n’a dtd effective en general. La raison en est que les fonctions de 
cinq lettres les plus simples qui n’ont que six valeurs etant an 
moins du seeond degrd par rapport a Tune de ces lettres, les coef- 
ficients de la rdduile se prdseiiteraient comme des fonctions des 
cinq coefficients de I’equation proposee montant jusqu’au douzieme 
degre, et contiendraient par suite plusieurs centaines de termes. 
Or on va voir qu’on pent vaincre cette difficult^ a I’aide des re- 
sultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du 
cinquieme degrd. Faisons, en effet, 

et considdrons la fonction suivante des racines 

J = a'*' {a — P )^ ( P — y)“ (y — 0 )” (o — — ^c)- 

-h a'- ( a — Y )- ( P ~ 5 )^ ( T - ( 0 — a )- ( £ — P )S 

on reconnaitra bien facilement qii’elle est susceptible seulement 
de six valeurs, et, en second lieu, qu’elle est un invariant de la 
forme /. II en resulte quo les coefficients de I’equation du sixieme 
degrd en t seront des fonctions rationnelles et entieres de ces in- 
variants fondamentaux, A, J2, J3, car I’invariant du dix-huitieme 
ordre n’y entrera pas, les degrds par rapport aux coefficients de / 
etant midtiples de 4. 

Ainsi, qu’on represente cette dquation en t par 
(0? i^)’) seront respectivemenl des fonctions lindaires des 
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qiiantites placees en. regard dans le tableau suivant : 


(I) 

A 




(2) 

A2 




( 3 ) 

A 3 

A Jj 

h 


( 4 ) 

A^ 


A J3 

Ji 

( 5 ) 

AS 


A2J3 

A J 2 J2 13 

(6) 

A6 


A3J3 

A“ J 1 A J2 J3 


On voit done qii’on est ainsi amene a un calcul relativemei'i- 1 
Ires facile, et que je me reserve de d^velopper dans une arx ti'O 
occasion. J’exposerai alors les propriit^s de cette equation erx 
qui sont analogues a celles de I’equation modulaire pour la traxiB — 
formation du cinquieme ordre, sous ce point de vue que les fono — 
tions non symetriques des racines qui s’expriment rationnellemen t 
par les coefficients varient ou ne changent pas dans les deux oa s 
par les memes permutations de ces racines. Cette Equation en t est 
egalenient interessante en ce qu’elle olfre le type d’une classe d’cS- 
quations du sixieme degre r^ductibles au cinquieme. La propria tc*^ 
distinctive et caracteristique de cette classe d’^quations consisted 
en ce que Tune des valeurs de ces fonctions des racines qui, sans 
toe symetriques par rapport a cinq d’entre elles, n’ont cependao t 
que six determinations possibles, est alors necessairement ration — 
nelle. 

Je ne terminerai pas ces recherches sur les formes du cinquiem o, 
degre, sans rappeler que mon ami M. Sylvester avait obtenu avan 1. 
nioi, dans son beau Memoire sur le calcul des formes, la notioni 
des invariants du qiiatrieme, du liuiti6me et dn douzieme ordiro . 
En donnant aux formes du cinquieme degr(^ cette expression ele- 
gante 

ax^ hy^ -f- 

sous la condition 

X -f- y -I- ^ = o, 

M. Sylvester a trouve pour ces invariants les valeurs 
62c2 — 2 a6c (a -f- ^ -h c ), ac 

qui sont des fonctions symetriques tres simples des trois ele- 
ments a, fe, c. 
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Enfin, I’invariant du dix-huideme ordre, qxii joue un role si im- 
portant dans ma tkeorie, s est aussi presente dans ses recherches, 
4leve au carr^ et indicjuant, lorsqu’il s’evanouit, Timposslbiliie de 
la reduction a la forme citee 

H- -f. 

Exprime en a, c, il a pour valeiir 

a^b'^c^{a~-h){a — c){h--c), 

expression encore bien simple, et cpii montre sons des points de 
VLie tr^s diflercnls comment on est conduit aux memes notions 
analytiques dans cette vaste et l^conde tlidorie des formes. 
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Journal de Crelle, Tome 52. 


PREMIER MEMOIRE. 

Une proposition M^mentaire et fondamentale dans la theorie 
arithmelique des formes consisle en ceque, pourun degrd don.n<5, 
et pour un nombre donnd d’indMermin^es, toutes les formes a 
coefficients enliers qui poss^dent les memes invariants sont re— 
ductibles a un nombre fini de classes dislinctes. Ce theor6me a ^ tc5 
demonlre par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques i\ 
deux^lk irois indetermin^es ; je I’ai ^tendu ensuite aux formes 
quadratiques generates, et a toutes celles qui sont decomposable s 
en facteurs lindaires; ainsi il parait Lien vrai dans toute sa g6n.^ — 
ralite. Mais, pour arriver a I’etablir de cette sorte, il faudrait r^— 
soudre, dans toute leur etendue, les probl^mes suivants, aussi 
beaux que difficiles. 

Le premier, qui appartient a I’Algebre, consiste a obtenir la 
notion complete de ces fonotions rationnelles entieres des coeffi — 
cients, nommees invariants par M. Sylvester, dans le sens primi- 
tivement attribue par M. Gauss au mot de determinant. 

Le second, qui est du ressort de I’Aritbmetique, consiste a d.^ — 
couvrir par quelles substitutions a coefficients entiers on peu t 
transformer une forme donn^e en une autre dont les coefficients 
aient des limites, functions seulement des invariants. Enfin, il 
faut une mMhode propre a donner le syst^me complet des formes 
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r^duites, repr^sentant la totalite des classes distinctes pour des 
valeurs assignees a priori aiix invariants. 

En me bornant a la consideration des formes a deux indeter- 
minees, j’ai present^ un premier essai sur ces questions dans mon 
Memoire Sur V introduction des variables continues dans la 
tlieorie des nombres. Le principe dont j’ai fait usage fait r^sulter 
de la meme analyse la notion des invariants et la thdorie arithme- 
tique de la reduction. Mais, des le cinquieme degr^, Tapplication 
de ma m^tliode devient si compliquee que les resultats generaux 
ne se trouvaient ^tablis qu’a litre de possibilit6, et il restait a de- 
couvrir une m^tliode num^riquement applicable. C’est ce qui a 
^te Tobjet de mes recherches assidiies depuis pliisieiirs ann^es, et 
j’espere y etre enfin parvenu, mais pour le cas seulement des formes 
de degr('‘s impairs, Une difference profonde se manifeste en effet 
dans la nature analytique des formes binaires, suivant que le degrd 
est un nombre pair on impair, Ces dernieres me semblent plus 
faciles a trailer; j’ai trouvd qu’elles jouissent (sauf une exception, 
celle des formes cubiques) de cette propridt^ arilhmdtique gdn^- 
rale que, pour un syst(!;me donn6 de valeurs des invariants, les 
formes des diverses classes soul transformables les unes dans les 
autres par des substitutions lim^aires au determinant un^ mais a 
coefficients fractionnaircs ; c’est-a-dire, en adoptantla notion pro- 
pos^e par M. Eisenstein, cjuc les diverses classes qui ont les memes 
invariants nc formenl qu’un genre. Les formes de degres pairs 
m’ont presented de plus grandes difficultds, que des longtemps je 
ne puis esp^rer vain ere. Mais j’ai remarqud que le cas des formes 
biquadratiques se distinguait d’linc maniere toute particuliere, 
comme le cas des formes cubiques, par I'apport aux autres formes 
de degrds impams. Aussi me suis-je propose d’en faire une etude 
sp^ciale dans ce M^moire^ en d^veloppant a leur ^gard les prin~ 
cipes fondes sur I’introduction de variables continues que j’ai pr^^ 
cedemment exposes (^Journal de Crelley t. 41). J’olTrirai ensuite 
avec plus d’^tendue et plus de d^veloppement la nouvelle th^orie 
dont j’ai donned une id^e sommaire dans le Journal de MatMma- 
tiques de Cambridge et Duhlin\^Sur la theorie des fonctions 
homogenes a deux indetermindes {Cambridge and Dublin Ma- 
thematical Journal, i854)]j et qui m’a conduit aux resultats que 
je viens d’annoncer sur les formes de degres impairs. 



352 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE 


PREMIflRE PARTIE. 

THfiORIE ALGfiBRIQUE DES FORMES BIQUADRATIQUES . 

I. 

Sur les invariants et covariants 33iqua(iratiques. 

Je ferai usage, dans ces, reclierches de la notation qu’emploie 
M. Cayley pour representer d’line maniere abrdg^e les formes a 
deux ind^terminees. Elle consiste a poser 

, , mni — I ^ „ ;n m — i , „ 

H- ~\ j— ^ — c 

H- mb' -h a'y'>^ = {a, b,c, c', b', a*)lx,yy^^, 

et son principal avantage est d’indiquer commodement les opera- 
tions relatives aiix substitutions lineaires. Par exemple, si la trans- 
form ee 

AX'«+ toBX'»-iY-h- CX"‘-2Y2-4-... 

I .2 

-t- ■ — ” ~ ‘ C'X2 Y'«-2 + ,n B'XY'«-i-h A'Y"‘ 

I .2 

a ete obtenue en faisant 

^=:aX-+-PY, j^ = YX-i-oY, 

on dcrira 

(a,b,c,..., b', c', a'% X H- [3 Y, yX -t- a Y)'" = (A, B, C, , G', B', A'^X, Yy“. 
Cela pose, soit 

f={a, b, c, b', a'^x,yy 

Pexpression g^nerale d’line forme biquadra tique, les deux fonctions 

£ = aa'— S^hh' -y- 3 c^, / = aca' ^ 2 bob' ~~ ah'^ — a' b^ — c^, 

dont la decouverte appartient a M. Cayley, sont les invariants 
fondamentaux de/*. Elies jouissentde cette propridt^, qii’en snp- 
posant 

(a, 5,c, h', a'Xaa7-4- py, ya? -h oy)^- = (A, B, C, B', k'y^x.yf, 
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les fonc lions semblables 

1 = AA'— HG2, J =ACA'h-^BGB'-AB'2-A'B2-~G3 
verifieront les (^galit^s 

1 — — !3y)^, J ==y(ao — Py)''>. 


De pins, dies sent bien des invarianls fondamentaux; car M. Syl- 
vester a deinonlre que Loute foiiction rationnelle et entide de a, 
oI qui sc reprodait, multipliee par une puissance dii dd 
terininanl aS — [By, lorsqii’on y remplace c, o! par A, B, 
G, B', A^, est necessairement une foncllon entide de i et j. Je 
pense pouvoir renvoyer pour les demonstrations de ces proposi- 
tions importantes aux travaux des savants geomdres que je viens 
de citer, et arriver immediatement a la notion des co^ariants de 
la forme biquadratique. 

Et d’abord, je rappellcrai qu’on nomine co ar ian t di\me forme 
de degrd qiielconquc 

I oute autre foinne 

cp( a, b, c, . . , \ X, y) 


donl les coefficients sont fonctions rationnelles et entieres de 
b^ c, ... el qiil joull dc la propri^tc^i qu’exprime Tequation 


(ao — cp(a, b, c ; a;r flj, 737 - 1 - 0 /) == cp(A, B, G, . . . ; 3?,/), 


les quantitds A, ... etant ton jours cedes qui donnent 

(a,b,c, c\ h\ a'yxx-h h- = ( A, B, G, . . . )t37, /)'«. 

Telle est, par exemplc, rclativement a toute, forme/, la forme 

/ d\f y__ g/ d/^f ^ 

\dxdy) dx’^ dy^-' 


comme I’a d^montr^ sous un point de vue plus general M. Hesse. 
Dans la thdorlc sp^ciale des formes biquadratiques, le covariant 
ainsi oblenu joue un r61e important; nous le d^signerons pai gi 
eii posant 


. <41 \d. 


d\f 


, dx dy j 

fSc- — ■}.bb'— a«')a;=y*H-2(6'c- 


dx'^ dy'^ J 


■ ac)x'*-^^{hc -> ab')T'^y 
^a'b)xy^-^{b'‘^ — a'c)yK 
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De/et g on tire la notion d’un nouveau covariant du sixi^i'W*' 
degre, que je defmirai ainsi 

a 

I dx dy 
dx dy 

En faisanL 

h^{p, q, n s, r', q',p'K^,rY\ 

on aura ces valeiirs 

j) = d^b’ — ‘^abc 

— a'-b ‘^a'U c — 2^'^ 

6 ^ = ^ a! ^ ‘i.abh' — 

6^' = — a’‘^ a — ‘la’ b' h a' 

Zr = aho! — Sacb' -\~ih-b\ 

3r' = — a'b'a^Za'cb — 

2s = a b"^ — ah'-, 

II existe entre /, h et les invariants /, j une relation remax'— 
quable et importante, savoir : 

(A) 

M. Cajlej,qui m’a communique cette relation que j’avais aussi ol^- 
tenue de mon cote, en a tire une inethode ingenieuse et tres origi- 
nale pour la resolution de Tequation du quatrieme degre, Comxn o 
cette resolution est un point essentiel de la theorie algebrique des 
formes biquadratiques, je vais la presenter sous le point de vxxci 
qiii m’est propre, et y rattacher la demonstration de F equation (A.) . 

11. 

Resolution de I’equation du quatrieme degre. 

Soit, en decomposant en les facteurs lindaires la forme propos<5e , 

{a, b, c, b', d)lx,yY — a(x — oLy) (x ~ ^y ) (x — yy)(x— oy). 

Lareduite du troisieme degre s’obtient, comme on sait^ en coasi— 
derant la fonction resolvante 

t = a(a-H p — Y — ^)5 
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dont il faut calculer le carre. Or on pent meltre sous cette forint 
- « 2 [(a_ p) 2 _,_(a— Y)-+(a — 0 ) 2 -h (P -- 7 )^ -f- ( P — o)2 -- _ 5)2 

4 [(®^ “ 0 ) ( P — T) + (a — y) (P — 0 )], 

d’ou, en posant 

— — Y)(e — 0 )], 

et evaluant en fonction des coefficients la somme des carres des 
differences des racines 

t- = 16 (^ 2 — ac a^). 

Cette quantity 6 qne nous avons introdiiite depend, comme or 
ie sait d’avance, d’une Equation du troisieme degre, qui auraitpoui 
racines : 

1 01 = «[(« — o)(P — — T)(P- o)J. 

(B) ' 0., = i a[(a- p)(E_Y)-t-(a— y) (S - ?)], 

( 0, = i a[{a - 8) (y - p) + (« - p) (Y - S)J. 

Or cette equation s’obtient tres facilement par la remarque sui- 
vante : Posons 

/\ 

(a, 6, c, b\ a'){ma: H- jxj, nx -h 

^ (A, B, C, B', A'X^, y)’- ^ k.(^x — ay ) {x — hy)[x — cy) {x — dy ) 

on aura ces valeurs pour le coefficient A et les racines de la irans 
forin^e, savoir : 

A = a(/?^ — a/i) (7?i — [i/i) (/H — y/i) — o/z), 

m — can m — p/z m — y/z 

d’ou Ton conclura 

A(a — d){h — c) — — /z(JL) 2 a(a — S)(P — y), 

A(a — c) (Z> — <3?) = (mv — ^[x)2a(a — y)(P 
k{a — h){c — d) = {mv — n[x)2tz(a — P)(y — ^)- 


m — 0 /I 
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slitution; ainsi les coefficients de I’^quation dont elles dependent 
sont des invariants de la forme proposee. Ces coefficients sont 
d’ailleurs des fonctions entieres de a, 6, c, a! \ done, d’apres la 
proposition de M. Sylvester, ils s’expriinent a fonction entiere des 
quantiffis i et j . L’ equation cherchee est ainsi de la forme suivante : 


p i0 -i- cry = o, 


p el G- etantnumdriques. En eflfet, le coefficient de 9^ doit ^tre nul, 
puisqu’il n’existe pas d’invariants du premier degre, et les deux 
autres ne peuvent etre que proportionnels respectivement a i et y, 
qui sont les seuls invariants du second et du troisi^me degre. Pour 
trouver p et a-, consid^rons un cas particulier, par exemple celui 
de la forme 


on a alors 


(i, o, — I, 0, 


01 



1 

2 ’ 


et, par suite, I’identite 


d’ou 


(0 _ l.)2(0 _i_ _ 03 _4_ 3 p0 ^ 




L’ equation en 0 est done g^n^ralement 

40 ^ — iO H-y = 0 . 

Le discriminant de la forme proposee se ram^ne immediatement 
au discriminant de cette Equation en 9, car on tire des relations (B) 

01— 02 = |a(a— y )0 — 0), 

01— 03 = |<^(a— o)(P — Y), 

02 — 03 = p)(o — Y)^ 

done 


(G^„.-6O2(Oi-03)^-f02~03)2 

= ^ - P)' (=‘ - Y)n« - oW - t)HP - S)= (Y - 3)^ = ^ 


Cette expression si importante se presente ainsi immddiatemenl 
sous la forme remarquable que lui a donnee M. Cayley. Dans le 
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cas ou elle est negatwe, deux des racines de la forme biquadixi- 
tique sonl imaginaires et les deux aiitres r6elles. Mais, si elle est 
positwe, elles peuvent elre toules reelles ou toutes imaginaires. 

En general, le produit des carres des difTerences des racines d’une 
equation de degr^ quelconque esL positif ou negadf siiivant que le 
nombre des racines imaginaires de cette equation est 

ou 2 (mod. 4). 

La condition necessaire et suffisante pour que, — ^77“ ^tant po- 
sitif, toutes les racines soient reelles, consiste en ce cpie les trois 
valeurs distinctes du carr6 de la fonction resolvante, c’est-a-dirc 
les trois quantitds 

b- — ac 4 - aGi, b- — ac 4 - aOg, — ac 4-^63, 
soient positives. Or leur somme est 

3(^2 — ac)^ 

la somme de leurs produits deux a deux est 
3(^2 — acY — t la- , 

et nous prouverons plus loinc|ue leur produit est un carre; done, 
pour qu’elles soient positives, il suffit d’6crire 

— ac 7 >o, 12(^2 — ac )~ — 

On obtient ainsi, sous la forme la plus simple, et ind^pendam- 
ment du tln^or^me de M. Sturm, les conditions de r^alitd des racines 
de r^quation g6n^rale du quatri^me degr6. 

m. 

Relation entre les formes /, h et consequences de cette relation 
dans la theorie des fonctions elliptiques. 

L’^quation remarqiiable qui existe entre la forme proposee / el 
ses deux co variants ^ et A, savoir : 

(A) i^gz-^ipg 

pent etre obtenue par plusieurs m^thodes. Celle que nous em- 
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ployons la rattachera a ce fait bien conmi, et qu’il nous reste ^ 
etablir, que le prodiiit des trois valeurs distinctes du carre de 
fonction r^solvante, qui aura Fexpression 

l\{h - — ac — ac -f- — ac 4 - aOs) 

= 4 ( — acy — ia- {b-~- ac) — 

est un carre par fait. 

Partons pour cela de Fidentite sixivante : 

(a, b, c, b’, afx — by, ay)'^ 

= [a,o, — a{b^ — ac), a{a^ b'-~':labc 'ib^), ia^ — — ctc)-][Tj ^ 

ou le second membre estune transformee par une substitution a.i-'i 
determinant a de la forme proposee. II en resulte, pour Finvariant J 
de cette transformee, la valeur 

J =yV'. 

Or, en calculant directement J, on trouve 

J ~ [4 ( b^ — ac)^ — ia^{b^ — ac) — (a^b ' — 3 abc h- 26^)- ], 

et, en egalant cette expression a il vient 

4(^2 — ctc)^ — La^(b^ — ac) — ja^ z= ( a^b ' — 3 abc -1- 26^)2; 

ce qui demontre la proposition annoncee. 

L’equation (\) s’en deduit de la maniere suivante : 

Posons 

{a, b, c, b', a’ymx-\-\j.y, nx-^vy)’^ = (A, B, G, B', Myx^yy, 

m et n etant des quantites arbitraires, et p et v etant telles que le 
determinant de la substitution est 

/72 V /l(JL = 1 . 

Relativement a la transformee ainsi obtenue, nous aurons 

4(B2 ~ ACp - jA 2(B2 — AC) -yA 3 =:r (A 2 B'~ 3 ABC H- 2 B 3)2 ; 

car les invariants i et j seront restes les memes. J’ajoute que les 
quantites 


A, B 2 — AG, A2B^— 3 ABG-+- 2 B 3 
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deviendronl rospectivement /, gj en y mettant m et n an lieu 
de ^ ety, sorle qae nous tomberons precisement sur la rela- 
tion a deinontrc;!'. 

Soit en cdcl b, c, //, o! ] x, l ime quelconque des formes 
/, g, h] nous aurons, commeil a cite dlt (§ I), la relation caracte- 
ristique pour l(is covariants 

(/?iv - c, //, mx -h \xy, Jix -h vy; = cp(A, B, G, A'; y), 

ou seulemenl 

cp(rt., l>y b, (>', a'-, mx Kr, nx -h vy) cp( A, B, G, B^ A'; a?, y), 

puisquc le dcUerininanldc la substitution cst V unite. Faisons, dans 
cette iclentitc, 

.rrr:=[, J-'O, 


le second membre so reduira an coenicient de la puissance la plus 
^lev^e do x, c’(ist-a-dire, en supposanl snccessivement 


T - L /o 


aux quantiu'is 

A, ir^--AC, A2B'. 8AUG-haB». 

Or, dans l(is inAm(*s circoastan<a\s, \o. premier membre repr^sente 
les formes /, g, h lorsqii’on y ima. b^s (|uantit6s arbitraires m et n 
au lieu des iuddterininecs x et y, ainsi <|ue nous voulions le de- 
mon Ire r. 

La relation 

, // 3 , 


trOLive line application iininckliatea la theorie des fonctions ellip’ 
tiqiies. Mcttons-la sous la forinii 







en divisant par /“ ul (^xtrayant lu I'ueiiui ('.arr6c des deux membres. 
Gonsiddrons ensnite l’iiidcUcrinind(‘ x comme unc variable inde- 
pendante, et fa iso ns 

r ^ t ; 

il suit du princine ali^dbrique de Jacobi pour la transformation 
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des integrales ellipliques qiie la substitiilion rationnelle 

(^^■2 — ac) -^2{bc — ab')x'^ 4- ( 3 c- — o.bb' — aa' ).%•- 


donnera 


f . < ‘±- 


( a, 1), c, a' )(.^, I)'*' 
r dx 


M 


J \J {a., h, c, b’, a'Xx, i )'- 

M etant ime constante. Mellons encore j an lieu de Tintegrale 

r dz 

J — iz —j 

sera ramenee a la suivaiite 


/ 


dz 

/p — Z ~ I 


0 desimanl la constante “ • Ainsi nous avons la reduction de I’in- 

k D jr3 

tegrale elliptiqiie la plus generale a une autre plus simple ou n’entre 
cpi’im seal parametre. Et I’on voil iinmediatement que loutes les 
integrales, liees a la proposee 


dx 


{ a, b, c, U , a' )'" 


par une substitution lin^aire c[uelconque 


7>2_X_- 


conduiront absolument a la inline integrale reduite, le rapport 
conservant la meme valeur dans toutes ces transformees. 
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SEGONDE PARTIE. 

T^^:<>1UE AIUTnMriTIQUK DKS FOIUIKS B 1 Q U ADR AT I Q U E S . 


1. 

De la forme quadratique sxir laquelle repose la theorie 
de la reduction. 


J(^ ooiisldrrcM'ai sjx'.ciahuncuxL, dans cc (|ui va stuvre, les formes 
bi(iuadi’ali(HM\s a ra(‘in(\s el jc me propose d’exposer a leur 
egard I’applicalion i\(\ la mdlhode geiieralc qixe j’ai donnee dansmoii 
Miernoirc Sffr V inlrodticdon dcs variables continues dans la 
theorie das nonibi'es, (aa.Ui application aurait du Lrouver immedia-. 
icinenl pla(‘<' a la siiile d(' ev. Memoin^, mais alors je n’avais pii en- 
core rfmssir a l(*.v(n‘ pliisicuirs diflicmlLes dont la solution sera maiii- 
lenaat Ires facdhi an s(‘ fondant snr les rdsultats que j’ai donnes icl 
dans la pr(‘nnor{‘ l^ir(i(i. Dans nne antre occasion j’essaierai de 
traiUiC aussi l(is fornn^s bia/uadraliques (pii ont des racines ima- 
^'i nairas <‘t (pii ni<‘ scnnhlmil d(woir donnixr lieu a une etude int(‘- 
r(‘ssanl(‘. 

Soil, (‘oinnu* piauunimnnumt, 

/ { a, h, c, //, a ' ) ( y )'• • <( ( .r - a )' ) ( .r ■— [>j' ) ( x — yjK j {x — oy) 

1(!S i‘a(‘in<‘s a, [i, y, o (Uant tahUlcs. .ij(i |)rincij)c arilhinetique de la 
tlu'jorie (1(^ la nMliKi.ion r(q)os(‘, sur la consideration de la forme 
(piadrati<pi<‘ 

Q ([ X - j’^ : - /q .r (D' )'^ h t"(r — '+" — ^/)‘q 

on l(;s (pianliu'js i/\ t'^' sonl dcs variables reelles el positives, 
Nonunons A V inv<(.t'iant d(‘ ccJlUi forme et S la substitution a coe!- 
licimits (uiticu's propiai a la nulnirc pour un sjstdime donnii de vi - 
lours d(‘S (pianiiuqs L Dn (dloctiiant dans /'cette substitution S, on 
aura uuc^ transfornuq‘ 

F : (A, B, (J, IF, y?[x,y)\ 

(lout les cocinicitmLs vdrinoronL los conditions suivantes 


(«) AA'<--. 


Bir : 


r'> - -L 

‘r .a t t't" t!"' 


1 

xT 
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qu’on doit considerer en valeur absolue. Ces conditions, qxie j’ai 
donn^es dans le Meinoire precite (§ V, 4^)? condnisent a consi- 
d^rer attentiveinent la fonction 

tt’ ft'" 

et a reclierclier les valeurs reelles et positives des variables t pour 
lesquelles elle prend la plus petite valeur possible. J’ai ^tabli que 
ce minimum avait une valeur constante dans toiUes les transform^es 
equivalentes a la forme proposee, ce qui m’a permis de la prendre 
comme definition de Tinvariant de la forme biquadratique. J’ai 
demontre aussi que <p devenait un covariant de /, lorsqxi’on y rem- 
iplacerait f ^ ... par les valeurs speciales qui fournissent le mi- 
nimum de T. Ce sont ces diverses consequences de ma methode 
generale que je vais developper seulement pour le cas particulier 
des formes biquadratiques. Je les ferai preceder de ces deux re- 
marques : 

Premier erne ntj aux inegalites 

AA'<,-^T, G2<^T 

on peut joindre les sulvantes 

AB'2< -X- T2, A'B2 < -i T% 

12^ J2'* ’ 

qui se tirent de la meme analyse, alin, par exemple, d’obtenir une 
limite pour le coefficient B, si I’on suppose B^=o, Finegalite 
BB^c;; jfjT ne pouvant plus alors etre employee. On generalisera 
tres facilement cette remarqiie, qui est essentielle pour pi'ouver 
qu’il n’existe qu’un nombre fini de formes F, dpnt les coefficients 
verifient iin pareil systeme d’inegalites. Dans le cas present, il n’y 
a a faire d’autre restriction que de supposer qu’on n’ait jamais si- 
multanement 

A = 0 , B = o ou A' = o, B' = 0 , 

c’est-a-dire que la forme qiiadratique n’a pas de racines doubles, 
comme on le voit aisement. II est d’ailleurs inutile d’exclure le cas 
des racines commensurables, qui poui'rait donner A ou A! = o. 

La seconde observation qui me reste k faire est relative a cette 
operation arithmetique de la reduction de la foi'me quadratique cf , 
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I><)ur Ions l<‘s syslriVK^s (In vahuirs dcs variables f ^ t”' ^ qui 

j ou<‘ uii rub^ (‘ss(‘ivli(d dans inu inelliode. Divisons cette forme par 
l4* (‘(xd’licruail du pnanba' d(^ sorU^ qn’elle devienne 

f*riL |H>sanl 

^ a / 1 ■ -1 • Y f “1 ^ _ a- / -<- (3- 1' -1- Y- f -u 0 '^ f 

^ ( -i - /'- h Y-r- 1!" 


A u !i(Mi (Ins (|uanUl(‘S on pourra fairn varicr \ ct yi; alors, ce qul 
<';ira(*l('‘i'is(‘raj pour* uuc Ibruu^ dontua.*, I’opnrallon dont nous nous 
< icnuipons ('Sl Ib'U'ndiK^ dns val(uii*s quo pourront recevoir ces nou- 
v<dl<'s variabb's lorsrpu^ l(‘s (pianllu's pass(U'onl. par tons les etals de 
^•ran(b*rir. Or la (brnu^ aHalyli((U(^ dn ^ el yi rappelle immedlateinent 
les <»xpj'(*ssions (u)iuni(‘s pour bxs coordormiies du point d’applica- 
t lull (b* la i*('srdlanl(Ml’un sysU'uiu* de foiT.es paralleles. Consid^rons 
ilfjuo sur un plan (praln^ points A, B, C, D I'apport^s a des axes 
re<*tan}»rilair(‘s, <*i ajaal pour abscisses a, [i, y, Set pour ordonnees 
IX o'*^. Ln (piadrilalnneABC'J) sera inscriptible dans une 
^^^tnthol(\ (‘.oiunu* on b‘ voil ais(*nr(uil, (U, par suile sera convexe. 

I (bnu* on a|>pli([n(‘ aux divru's soniuK^ls A, B, C, D des forces pa- 
i*4illob»s (*l d(* mcin(‘ srnis, r(‘sp(aa iv(uu(‘nl reprr^sentdes par if', 
It* poiul (rappruuniou d(‘ Icnr r(*sidlanLe sera sitiie dans son 
i n tib'li'ur <*l y poni*i*a o(U!:up(*r nin^ position quelconque, suivant les 
viiboii's d<‘S (*omposanl(^s. L(‘s (piantit(‘s ^ nt '/] rcpriisenlent done 
l4*s <*oordona(b‘s (I nn l(*l pointy (‘(^ (pii donne nne image tr^s nette 
tl«!s divers <*lals (b‘ grainb'ur par l(*s(in(ds dies devront passer pour 
€*iirr(*sp(nidn* a lont(‘S Ins valrnirs possibles que doivent prendre les 
«|uuntilns /, t\ /"Mans la fornu; f. 


Daermmation du minimum de la fonction T. 

On lr(HiV(i aiseinniit pour riuvarianl dc la forme quadratique cp 
1 ’*€*xpr(*ssion 

A //"(a — Y)‘“^ a -h 
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Cela pose, formons les equations 


clT 

'cil 


= o, 


cH 


cU 


7 ^ 



dt'" 


= o; 


on verra qu’elles se reduisent aux suivantes 


dL ^ , dl ^ 

• 2 ^ A = o, o,t -f-, — A : 

dt dt! 


^A ^ d^ 

-T.n — A = O, 'It 

dt" at'" 


• A = <). 


Maintenant prenons la somme de deux d’entre elles et reti’an- 
chons-en la somme des deux autres. II rdsultera de la trois combi- 
naisons lineaires distinctes, que voici 

— ^ —ap, tt"{a - Y)- = — 

tt'"(oi — oy == ~y)-* 

Avant d’en dcrire les diverses solutions, faisons cette substituLion 


t = 


(,a— p)(a — Y)(a — Q) 


t" = 


(Y“-a)(Y — P)(Y — o) 


( ^ a ) (; p _ Y ) ( P — 0 ) 

il viendra plus simplement 


(o — a)(o — (3)(o ~ Y)' 




Cela pose, comme nous avons seulement a determiner les rap- 
ports des inconnues, prenons par exemple t = i . On trouvera ces 
([uatre systemes de valeurs : 



Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour t, 
des quantiles positwes, comme Fexige la question. Supposons a 
cet effet, que a, [3, y, S representent les racines de la forme biqua- 
dratique, rangees par ordre decroissant de grandeur. Il est aise de 
voir qiie le premier syst^me conduit seul a des solutions positwes, 
et que les trois autres doivent ^tre ecartds. Eflfectivement, si Ton 
fait pour un instant 

X(^)= (^~a) (57 — — Y)(^ — o), 



fonciioxs IIOMOGEXES a deux INDETERMINEES. ICyj 

les qaan.lit(^*s t auront alors pour valeurs 






z" = . 


x'(t) 






et 1 on sail .bieii c|u on obticnt des resultats alternativement posi- 
Lifs et negatifs, en substituant dans la fonction derivee la serie 
cons tan te des raclnes. Nous sommes done conduit a cette expres- 
sion reinarquable de la lorine quadra tique cpj que nous ecrivons en 
iiiLroduisant le facteur savoir : 

(I 

‘ '' L i\?) I'iy) i'(.o) ]’ 

et il nous rcstc a former son invai'iant A, afin d’obtenir la valeur 
minimum de la fonction T. 

Les cpiantitds ^ et dont il a et^ question precedemment, re- 
prdsenlent pour cette forme les coordonnees du point d’intersec- 
lion des diagonales du quatrilatere ABCD. 

A cot effet, nous observerons qu’on a, par une formule connue, 

( ,r — aj/ )- (.r — ( x ~ yj/)^ (x — o 7' _ 

x'(p) ‘/'(t) ' 7.'(o) 

d’oLi rcsulte cette autre expression de cp : 

' {x—cLyf . 

- y!^^) x'rr) J* 


? -- 


Or on en tire sans difficult^ 


On a d’ailleurs 


^ ^ ^ (« — y 


t v r t " =-- 


done 


x'(P)x\t)x'(o}’ 


T r:= 


a 2 A 2 


tt'ft'" x (“) x ( t ) 


et, en sapj>rimant les facteurs communs, 

T =r i6a2(a — y)H13 — 

Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes 



366 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


biquadra tiqiies, comme coefficients de requation c 
qui d^terminerait T en fonction de a, b, c, c 
Tequation en 9 que nous avons trouvee dans la pi 
traitant la resolution algebriqiie de Tequation du 
qui se presente de nouveau. Nous avons, en effe! 


done 


Gi — 62 “ J a(a-~ Y)(p — o), 
T = 162(6, 


ce qui pent s’exprimer en fonction entiere de la tr( 
Les considerations suivantes vont nous conduire 
et A, de sorte que le systeme complet des el^men 
la theorie des formes biquadra tiques resultera n 
principes sur lesquels nous avons fonde la the( 
de la reduction. 


in. 


Expression par les coefficients de / de la forme 
qui correspond au minimum de T. 


Nous allons d’abord verifier a posteriori que I 

o = 1 r ^ ^ ~ ( ^— |3 v)2 ^ (.y — __ 

//(P) x'(t) 

qui correspond ainsi au minimum de T, est un 
comme nous le savons par la theorie generale. So 

(<x, 6, c, 6', a'){mx iJ.y, nx -h vj)/)'" 

= (A, B, C, B', = A(a? — ay) (x — by) (, 


et <I> la meme forme que cp par rapport a la transfc 


En posant 
on aura 


(A, B, C, B', A'yx,y)K 


X(x) = {x — a)(^ — b)(;r — c)(ii? — b 


^ _ 1 — {x—byf (x — cy)^ i 

AL X'(a) X'(b) X'(C) 
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Or, ati inoyen des valcurs donnecs (premiere Partie, § 11 ) pour A, 
a, bj r, GO trouvera immtklia lenient 


et 


1^7 

- ’ a ( nx 

-t- VJ-) = i 

1^7 


--r'ly) = 1 


— y( 

+ 'ly) = 1 

1-^7 


-H V) = ( 

(m 

— rLiiY 

1 

a 


~ AX'di) 

(yn 

- P u )2 

__ I 

a 

■iim 

A X'( b ) 

i n/ 


1 

(( 


"" XxTT) 

{JIL 

— 0 // r 

1 

a 

X'(S' 

~ AX'(»; 


[ni — yn ) (x ~ 
m — 0 /I ) ( X - 

(/)iV — 71 |j) 3 , 

( mv — f^)'S 


-I’r). 

• ^y)~ 

■iy) 


(I’ou r<5sallc qii’oii oblicnl. 


( — n <I>, 


en mellaiiL dans cp, mx + ixy et nx -j- vj* au lieu de x ely. 

Cela pose, pour dvaluer cp au moyen des coefficients de f, nous 
observerons quo la fonction r^solvante 


a — fi -f- Y — 0 

varie ou consorvc sa valeur pour les memes permutations des ra- 
clnes a, p, y, o, (pie la forme cp, de sorte que, suivant I’expression 
de Lagranj^ni, on a ainsi deux fonctions semblables de ces racines. 
Or nous avons iinicddcmment obtenu (premi(^re Partie, § 11) le 
carrd dc la fonction rdsolvanto en fonction de la quantite 9, d’ou il 
suit (pic 1 (^ carni dc cp s’exprimera rationnellement par les coeffi- 
cients de la forme |)ro|)Osde f et cette meme quantiti^ 9. Mais il 
importc dc fixer a vec |)r<^‘cision celle des trois quantitds que nous 
avons designees par Q|, O 2 , 0 ;,, qui entrei'a ainsi dans I’expression 
de cp-. Et, d’abord, les trois valeurs 

(a H- p ~ Y (a -I- 0 — Y — P)^ (a -+■ Y “ P — 

s’expriment respectivement par 9^, 82 ? e’est done la racine 6 .) 
(juc nous aurons a employer, et qu’il faut essayerde caract^riser, 
de manid‘re k la faire reconnaitre sans ambiguity. 



OEUVRES DE CHARLES IIERMITE. 

lappeions, a cel effet, les relations 

6j — 02 = Aa(a — y)(P — 0), Gi — 0^ = J- ^(a -- 3)0 
6,-- 03^ia(a-p)(8-Y). 

ame nous avons suppose les racines a, p, yj o rangees par ordre 
:oissant de grandeur, on volt qu’on aura 

Gi — 02 >O, Ol“- 03 >o, O2 — O5 < O, 

: coefficient a est positif, et, s’il est negatij\ 

01 — 0-2 <0, 01 — O3 < 0, 02 — 03 >o; 

c, dans les deux cas, 83 est la racine moyenne, compiuse entre 
deux autres 8, et 60. 

e point important etabli, voici comment on obtiendra cs-. De 
5Conde des expressions precedemment donn^es, savoir : 

r Y.r)^ ] 

jonclura aisement 

--a 

a- { CL — ) ( 0 — Y ) . ( ^ — 0 j ( — T ) 

X [afa — ^ -H Y — oj, a(po — aY), a(:c3 Y -{- ^yo a^io -- j3Yo)f(.r, 

■acteur irrationnel 

9 . 

aS(a-fi;(S — Y).(a — o)(p — Y) 
in invariant, comme egal a 

T 

8 ( 01 — 03) ( 02 — 03 ) * 

1 la forme plus simple 

[a(a — p 4 - Y” o)j — aY)y a(a|3Y-H cL-fi — a^o — ^y^) J (-^5 7 

tin covarianL de f, aussi bien que cp. Or le carr^ de son pre- 
' termc s’obtient de suite par la foiunule 

4- y — (3 — 0)2 z= i6(62 — ac H- aOa). 
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On en conclat le r^sultat saivant, auqiiel nous voiilions par- 
venir, savoir : 

= i6(^-h 63/), 

f 6tant la forme proposee et g le covariant dont nous avons donne 
la definition au commencement de ce Memoire. En effet, on pent 
dire en g(^ndral que deux covariants d’une ineme forme, qui ont 
leurs premiers termes egatix, sont par cela seul necessairement 
identiques. C’estune consequence immediate de ce que nous avons 
etabli (Premiere partie, § III), en deduisant les fonctions /, ^et h 
seulement de leurs premiers termes 

a, — ac et 

Nous sommes ainsi ramene par une voie nouvelle a la conside- 
ration du covarianl et aussi a la relation importante 

4^.3 _ ifig ^ jp 4(^ ^Oi/) -H 62/) {g -t- 63/) = h^’-. 

Chacun des facteurs 

g OijT, g H- O2/, g -H O3/ 

se troll ve etre en effet le carrd d’une forme quadra tique analogue 
a (Ccltc propriete a ete aussi oblcnue par M. Cayley, qui m’en 
a donnd reccmmcnt commiinicalion; elle est le point de depart de 
la melhode de rdsolulion de requation generale du quatrieme degre, 
dont j’ai parie an commencement de ce Memoire.) Ainsi leiir pro- 
duit est bicn un carrd parfait. En meme temps, nous obtenons la 
decomposition en trois facteurs du second degre du covariant h, 
d’ou Fori pout conclure la resolution dc Tequation h = 0 . 


IV. 

Des questions arithmetiques dont les resultats precedents 
donnent la solution. 

litant proposdes deux formes biquadratiques / et/', on poiirra 
reconnaitre si elles sont dquivalentes, on non, en calculant leurs 
transformees rddiiites F et F'. Pour obtenir ces transformees re- 
duites, on formera rec|uation en 6, qui sera la meme pour f et/ ; 
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ioit d’abord supposer a ces deux formes les memes 
Cela fait, on clioisirala racine mojenne de cette equation 
Ton en deduira les deux formes quadra tiques et en 
at la racine carree des fonc lions 

;duite F s’obtiendra en effectuant dans / la substitution ^ 
3 nts entiers et au determinant un, propre a rdduire et Isi 
F' en effectuant dans/^ la substitution propre a r^duire 4 '^- 
lant il suit de noire ih^orie : la condition n 6 cessaire et suf— 
)our que / et soient equwalentes est que F et F'" soien t 
lies, 

cond lieu, si Ton propose de calculer le sjsteme complet 
aes reduites qui ont les memes invariants i et on dedrii t 
leur minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir : 

T = i62(ei>-02)’-, 

62 ddsignent la plus grande et la plus petite racine de 
)n en 6 , la r^gle siiivante : 

ilculera tons les systemes de nombres entiers A, B, C„ 
ii verifient en valeiir absolae les conditions 

AB'2<(|.)3(0j_-O 2)3, A'B2< (f)HO,- 02 ) 3 . 

\emeSj en nombre evidemment fini, do/uieront autaizl 

es F', F'', F^^^, On choisira les reduites destinees 

Iter dejinitivement les classes distinctes de memes in-- 
r, en calculant les formes quadraciques y/(”F + 63 G-) , 
3&), ... et conservant seulement celles des formes F, 
axqaelles correspondront ainsi des formes quadra.— 
iduites, ou le coefficient moyen ne surpasse pas celtii 
ui lui-meme ne doit pas sur passer celui de y^. 

Line autre occasion, j’esp^re pouvoir presenter des appli— 
um^riques de cette th^orie; je me bornerai main tenant & 
3 r cette circonstance que, pour les formes quadratiques ^ 
r^els, I'invariant j est essentlellement limits par la valei.t r 
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(lorinFC do {. liirecli veinenl; coinmc Ic cHsci'iminant — 27^’- dolt 
tM.rc posilif, il faiil qidon 5‘ll ^ ; on pent done dire que 

l.()Ulcs los formes biqiiadratiques a racinos reelles 

( i, h, c, //, a!n .x, y)\ 

pour l<‘,S(|U(dl(‘.s la fonction aa!~ \bb’ dc*” a une valeiir donnee, 
sont rdducUbles a un nombre (ini de classes distinctes. 

Paris, jail let 
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FONCTIONS HOMOGSNES 

A DEUX INDETERMINEES. 


Journal de Crelle, Tome 32. 


SECOND MEMOIRE. 

Dans mon premier Memoire, qni a pour principal objel Fetude 
des formes biquadratiques, j’ai eu soin de considdrer sdparemenL 
la theorie algebrique et la theorie arithmetique de ces formes. 
Relativement aux formes quadratiqaes, une pareille distinction 
serall inutilCj en raison du petit nombre de notions algdbriqnes 
qu’il est necessaire d’etablir comme base des considerations arith- 
metiques. Mais, des qu’on s’dleve aux formes binaires de degre 
quelconque, on voit la theorie algebrique prendre un ddveloppe- 
ment inattendu et digne du plus grand intdret. En effet, en pre- 
sence des elements analjtiques noiiveaiix dont elle manifeste 
I’existence, les notions les plus simples et les plus faciles qiii 
nous sont requises par Fetude des formes quadratiques viennent 
alors s’ofFrir sous un tout autre aspect, et parfois, donnent nais- 
sance a des notions nouvelles. Je me propose d’en montrer ici un 
exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cu- 
biques et biquadratiques. 

M. Eisenstein, dans son beau Memoire intituld : Nouveaux 
theoremes d' Arithmetique transcendante, publid dans \e Jour- 
nal de Crelle, t. 3o, a ddj^ remarqud que la presence des formes 
adjoin tes, dans la theorie des formes quadratiques ternaires, 
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conduisail a faire reposer la distribution en ordres de ces formes 
sur tin principe nouveau et different de celui que M. Gauss a donne 
pour les formes buiaires. Nous allons voir que, pour les formes 
cahiques et hiquadratiques, le principe de M. Eisenstein va lui- 
meme se presenter sous un jour plus etendu, et conduira a trois 
subdivisions differentes de la totalite des formes qui possedent les 
memes invariants foridamentaux. 

C' est la d’ailleurs un I'esultat qui appartient en propre aux formes 
dont nous parlons; de sorte que la forme du cinquieune degre et 
celle de degres plus Aleves donnent lieu pour la distribution en 
ordres a des considerations toutes differentes. Plusieurs autres 
faits se pr6senteront, comme nous I’avons deja annonc6 dans la 
suite de ces recherches, pour manifester dans des circonstances 
variees cette difference de nature qu’on rapproche naturellement 
de cette difference analytique si profonde, entre les I'acines des 
equations des quatre premiers degres, qui s’expriment par simples 
radicaux, et celles de degrds plus eleves qu’il est impossible d’ob- 
tenir de cette maniere. 

Dans I’esperance que de pareilles considerations interesseraient 
peut-etre, j’ai devcioppe, avee details, Papplication aux formes du 
ciiiquieme degre des propositions algebriques generales sur les- 
quelles reposent la distriluition en ordre des formes binaires. Plu- 
sieurs des resultats qui se presentcront dans cette application sc 
retrouveront d’ailleiirs ct joiieront un r61e important dans Tetude 
speciale des formes du cinquiemc degrd, a laquelle je consacrerai 
procliainement un nouveau Memoire. 


1 . 

Principe de la distribution en ordres des formes binaires. 

II est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes 
quadra tiques de meinc determinant s’^tend immediatement a toutes 
les formes, quel que soil leur degrd et le iiombre de leiirs inde- 
terminees. Ainsi, en ne considdrant que les formes binaires leur 
appliquant la methodc suivie par M. Gauss dans le § 226 des Dls- 
quisitiones Arithmeticce>, on pent nommer primitives toutes les 



formes 


6, c, . . r)''' 

de memes in^^ariants, dans lesquelles le plus grand commun di- 
viseur de ... est I’linite. Cela dit, Tordre propremem 

primitif sera defini comme I'eunissant toutes les formes dans les- 
quelles le plus grand commun diviseur de 

. m.m — r 

a. mb, c, 

’ r .2 

sera Funite, et ensiiite on obiiendra autant d’ordres impropre- 
merit primitif s que le plus grand commun diviseur de ces memes 
nombres pourra recevoir de valeurs distinctes. 

Maintenant, si Fon passe aux formes 

F = (A, B, C, 

dent les coefficients A, B, C, ... ont iin plus grand commun divi- 
seur S, on pourra les nommer deribees des formes primitives 



Cela pose, pour chaqiie valeur de S, on aura un groupe de formes 
derivees, dont la distribution en ordres suivra immediatement celle 
des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile, 
on le voit, que cette premiere extension des principes de M. Gauss 
qu’il nous a suffi d’indiquer en pen de mots. Mais, d^s qu^on con- 
sidere d’autres formes que les formes quadratiques a deux inde- 
terminees, on voit intervenir de nouveaux elements analytiques qui 
jouent dans toute la theorie un role essentiel; ce sont les formes 
adjointes el les formes nominees par M. Sylvester- Ces 

deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme 
on le salt, dans la theorie des formes binaires; ils seram^nent aux 
seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriete 
caracteristiqiie. 

Soil ^ 

/ = (a, b,c, .. 

une forme binaire, et supposons qu’on ait identiquement 
{a,b, c, rix-{^r{yy>^ = (A, B, C, 
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on donnera le nom de covariant de / a toiite fonction 
cp(a, d, c, ...] x,y) 

rationnelle et entiere en a, Z>, c, . . . ; y, qiii satisfait a la con- 
dition 

(A) (?r;— cp(a, b,c, ...\ 7137+ 7)» = cp(A, B, G, 07, j), 

I’exposant de la puissance a laqiielle est dlev6 le determinant de 
la substitution etant entier et positif. Cela pose, il est 

bien facile de rcconnaitre que le plus grand commun diviseiir des 
coefficients d’un covariant quelconque cp, de la forme /, sera im 
element numerique, caracterlstique de la classe entiere a laquelle 
appartient cette forme. Nommant, pour un instant, tme expres- 
sion se mb table a ^p, mais se rapportant k une forme /' arithme- 
tiquement equivalente a /, il suit de reqiiation (A) que cp et cp' 
seront elles-memes arithmetiquement equivalentes et auront ne~ 
cessairement le meme plus grand comxnim dlviseur pourleurs coef- 
ficients. L’ensemble des classes /, /^ , /o,.. qui ontles meines inva- 
riantSj pent etrc ainsi divlse en ordres en appliqiiant le principe 
meme de M. Gauss, tel que nousl’aYons presente tout k Fheiire, aiix 
covariants Oj cp,, cpo, ... qni leur correspondent respectivement. 
Et, par la, on voit s’olfrir autant de divisions en ordres que de co- 
variants distincts, de sorte que I’idee arithmetique tr^s simple, qui 
nous a ete donnee par la theorie des formes quadra tiques, recoit, 
par le fait do rcxistcnce des divers covaxdants, un developpement 
aussl intercssant que difficile k suivre. On est conduit en effet a 
ces problemes, sources de belles rechercbes analjtiques : 

1 ° Trouver tons les covariants des formes d^un degr& donne, 

2 ® Trouver comment dependent des invariants fondamen- 
taux, les diviseurs dUui cov^xYCiXil quelconque, qui fournissent 
les caracth'cs d'^ une division en ordres, relative dee covariant. 

3° Comparer entre elles toiites les divisions en ordres qui re- 
posent sur la consideration des divers covariants. 

C’est la solution de ces questions que nous nous proposons 
d’ofirir pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se 
fonde principalement sur les propositions g^ndrales que nous 
allons 6tablir. 



n. 


Propositions sur les covariants des formes binaires. 

Premiere propositiois . — Soient g et h deux covai iccnts quel- 
conques de la forme 

fr=.{a,h,c, 

de sorte qid en faisant 

{a, b, c, . :== (A, B, G, . . -K^, 

€t, pour abregery 

0 ) = A X — xZ, 

on ait 

(1) b,c, kx-^.'/.y, lx^\y) = ^(A, B, G, . . jk), 

( 2 ) b, . . . ; kx xjr, lx -H \y) = A(A, B, G, . . . ; x^ y). 

Je dis qu’en posant 

(■3) g{a, 6 , c, . . .; ^ Y, J.X + ^ y) = 0(a, 6 , c, . . . : jK, X, Y), 

on aura Pidentit^ 

(4) w^0(a, Z>,c, . .. ; kx-V'^y^ Y) — 0 (A,B, G, . . . ; X, Y) . 

Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans cette fonc- 
tion 9 se verifieront de meme nature que (i) et ( 2 ), et seront des 
lors des covariants de /. 

Soil 

^ = Aa? H- x^, 7] = -h \y^ 

xr -XT 

w = a^X — T- Y, p = rX4--— Y; 
dy dx 

nommons U et V ce que deviennent respectivement u ^ c[iiand 
on remplace les coefficients , qui entrent dans la forme A, 

par A, B, Cj . . de sorte que 

^ ,51 U ~ ^ X ^A(A,B, G, . . . jk) y V = y X + B, G, . . . . cc^ y) ^ 

^ dy ^ ^ dx ’ 
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je vais etablir comme lemme qa’on aura 

i A-u + xV = ? X - Y 

1 dr^ ’ 

) ZU + AV = Y]X-i-( 0 '+‘ Y 

1 dl 


( 6 ) 


J’observe pour cela que ridentit^ (2), ou, ce qui revient an 
meme, celle-ci : 

Loth{a,b,c, 

donne, par la dilF^rentiation, 


( 7 ) 


1 

~ j dh{a^ 6, c, .. 

?,V)) , ,dA(a,6,c,...;5,r|) 

t)x 

1 


^ ^ " ■ ' -■■ 7 - ■■ 

(8) 

dk(/K,B,C,.. 

0y 


r dh(a,b.c,... 

X l—2—l — 

L 

. ; ^,y\) , dh(a,b,c,... ;^,Y|V 

drj 


]' 




Or les equations ( 5 ) donnent immMiatement 
A'U 4- X V = (kx H- xjk) X 

, dh{k, B, G, ; x,y) dh( A, B, G, . . . ; x,y) 

-H ^ A — 

Z U 4- X V = ( 4- X/) X 

-I- B, C, ■■■ : x,y ) _ ^ ()/i(A,B, C, ■■■; T,y) l ^ 

\_ dx J ’ 

et, en subsliLaanL les valeurs des deux deriv6es partielles que 
fournissent les Equations (7) et (8), il vient precisement les equa- 
tions (6) que nous nous proposions d’etablir. 

Cela pose, revenons a la relation (i), que nous aliens reproduire 
en ecrivant U et V an lieu de etj/, savoir : 


9) ; AU4-xy,/U4-XV)=-^(A,B, G, ...;U,V), 


et a la relation ( 3 ), par laqiielle est d^finie la fonclion 9 , 

(lb) ^(a, b,c, , u, f) = 0 (a, b,c, ...] x,y, X, Y). 

Si, dans cette derniere identite, nous subslituons A, B, G, ... a 
a, b, c, . . ., il faudra aussi mettre U et V au lieu de u et etil 
xiendra 


^(A,B,G, ...; U,V) = 0 (A,B,C, . . . ; a 7 ,r, X, Y), 
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ou bien, a cause de Tequation (9), 


d, c, . , . ; /iU -i- xV, / U -f- X Y) = 0( A, B, C, . • . ; a?, jk, X, Y ). 

Maintenant, il r^sulte du lemme precedemment etabli (eqi-iat- 0 ) 
que 

ytU-hxV, lU-hXV, 


qiil entrent dans le premier membre, sont ce que deviennen t res- 
pectivement ii et lorsqu’on y remplace ^ etjKpar ^ etri, et q^i’on 
multiplie Y par 03^’^'. L’expression 

g{a^h^c^ . . . ; /cU xV, /U -i- X Y) 


n’est done autre chose, en vertii de I’equation (10), que 
0(a, $,T],X, 0)^+1 Y), 

et nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions 
savoir : 

to^O(a, c, 7), X, co^-^iT ) = 0(A, B, C, . . . ; x,y, X, Y ). 

On pent aisement juger, par cette premiere proposition, de In 
multitude des covariants qui existent pour une forme donnee. 
Ainsi, en pi^enant et h (^gauxa /, qui est ^videmment un co^ct— 
riant par rapport a elle-meme, on en obtiendra un certain nombi'cj, 
avec lesquels on pourra encore employer le meme theoreme. Si 
done on ne retrouve pas ainsi des formes ob tenues pr^c^demmeri t, 
on verra de nouveaux CO variants naitre de tons ceux qui se sont 
deja presentes, et il semble bien difficile de d^duire de la xine 
expression analytique g^n^rale pour tant de quantites qui pei.i*vent, 
tout en restant dans le meme principe, naitre les lines des an tres 
de tant de manieres differentes. Voici ce qu’il m’a et6 don.n6 de 
trouver apr^s de longues meditations sur ce sujet : 

Seconde proposition. — Nommons covariants associes d h ceit.ia 
qui resul tent de la premiere proposition lorsqu^ on suppose g' 
egal d la forme f : je dis que tout covariant de /, quel qztd il 
soitj ou aiL moins son produit par une puissance entiere de /i, 
sera une fonction rationnelle et entiere des covariants associes. 

Pour mieux pr^ciser d’abord, cette notion des covariants ctsso- 
cieSj reprenons Pexpression analyticjue qui leur donne naissance, 
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savoir : 




a, h, c, 


dh 


dh - 




II conviendra, en nommant n le degre de Ji en x et y, d’ecrire 

-- Y ail lieu de Y. Cela etant, si I’on met en evidence les coeffi- 
n 

cients des divers termes en X et Y, 11 est clair que celiii de X"^ sera 
la forme proposde et, en faisant 




I dh 

_ Y, VA 
n dy 


i dh 
n dx 





ces quantites • • •? hm seront ce que nous nominons dore- 

navant les covariants associ^s a A. 

Cela pose, soit 

TC(a, ]x,y) 


un covariant quelconque de /; nous pourrons ecrire les deux iden- 
tity s 


(«, 6, c, . . . j)a?x ■+- a?' Y, H-y Y)'" = ( A, B, n, . ..K X, Y)«s 

(xy' — yx')?'K(a^ xX -H x'Y^ yX -hy'Y ) — 7:(A, B, C, . . . ; X, A), 


uL dtant im certain nombre entier. Maintenant faisons 

I ^ __ I dh ^ 

^ n dy^ ^ ri dx^ 

les coefficients A, B, C, ... deviendront respectivement/, A,, A^, .... 
et Ic determinant xy' — yx^ la forme A elle-meme. Supposons en- 
core, dans la seconde equation, 

X..= i, Y==o; 

son second membre se reduira dvidemment au coefficient de la 
puissance la plus dlev^e de X, fonction rationnelle et entiere de 
A, B, C, ... que nous ddsignerons par (A, B, C, . . . )• H vient done 
ainsi r^qiiation suivante : 

(it) b,c, . . . ; x,y) = (/, Ai, A^, • . ■ 

par laquelle notre proposition se trouve demontree. 

Pour en montrer immydiatement une application, n.ons allons 
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faire voir cjiie tons les covariants d’une forme quadratiqne 
f= {a, b, J)- 

s’obtieiment en miiltipliant line puissance de f par ime puissarxoo 
de I’invariant — ac. 

Remarquons d’abord que le second membre de la relation ( i * ) 
est homogene en /, Ao, .*•? car il provient de I’expressioxJ. 
(A, B, C, . . qui est necessairement homogene en A, B, G, - - ' 
puisque, en general, Lout covariant d’une forme est une fonc tioix 
entiere homogene des coefficients de cette forme, Cela etant, oix 
ti'ouve, en prenant A = /, 

(a, 6, c j ( ,r X - i I Y, jX + i g Yj = [./, o, (ac - 6’-)/f(X, Y 
et 

b,c; x,y) = f/, o, {ac~~b^)/]. 

Or, le second membre devant etre homogene par rapport aux de o x 
quantites/et (ac — A-)/, ne pent etre que le produit d’une pois- 
sance de /par line fonction de I’invariant, et, pour cju’im tel x'e— 
sultat soil aiissi homogene en a, A, c, cette fonction de 1’invaria.xi I 
doit ^tre proportionnelle a une simple puissance. Done, tout co*Vii-“ 
riant de la forme quadratique propos^e, fonction rationnelle et exi- 
tiere de r, et a, A, c par definition, est compris dans la formoTc ‘ 

i et k etant en tiers. 

Si simple et si prevu que fut ce r6sultat, je n’ai pas cru inutile** 
de I’^tablir rigoureusement a cause des consequences qui s’en de — 
duiront par Tapplication de la loi de reciprocite : cpnsequerioes 
que j’ai deja indiquees dans le Journal de M. Thompson. D’ailleox'H 
il montre, sous un certain jDoint de vue, comment les formes qttet— 
dratiejues se distinguent des formes cubiques ^ibiqiiadratiqtc^Sy 
dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec elles tjlxio 
propriete caracteristique que nous verrons tout a coup disparax tx'o 
dans les formes du cinquihne degre. Nous ferons preceder 
questions de quelques remarques sur le sjsteme particulier de^ 
covariants qui sont associes a la forme propos^e. 



m. 


Sur le systeme des covariants associes a la forme proposee. 


On i’obtienL en mettant en evidence les divers termes en X et Y 
dans Fexpression 




a, 6, c, . . . ) ( a;X - — ^ Y, jkX -t- - ^ Y ' 
’ ’ ' ^ m dy ' m dx / 


de sorte qae, si nous faisons 




c, ... j — 


S 1'^' rXH-1 


les covariants associes a fse trouveront d^signes par/, , /o, . . .,/m. 
Leurs premiers termes s’obtiennent facilement; car, en faisant 
y dans les expressions 


xX • 


I Of 


m dy 

elles deviennent simplement 

x \ — Y 


V , ^ Of 

ct Y -f- — r— i , 
m dx 


et 


Y. 


En faisant, pour abr^ger, 

I 

; = Oiix, y ). 


on trouvera ainsi 

fl = cp/( — £), <7 

Ce coefficient cp/( — 6, a) est divisible par coinme on le voitaise- 
ment; il s’ensuit que, en employant la m6thode donnee dans inon 
premier M^moire, pour ddduire un covariant de son premier terme 
on obtiendra la forme / en facteur commun dans la serie cntitu'e 
des covariants associes. Cette remarque faite, je vais e^itudier do 

plus pres les quotients ci)^ supposant a i les valeurs 

I, 2, 3, 4j 5, et en 6crivant les coefficients de / suivant Fordre 
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Cela pos^, recherchons si d’autres covariants ne naitraient pas, 
par exemple, du d^veloppement de 


a, b, c, d'j (xX _ i ^ Y, r X -r- - ^ Y 


dy 


a dx 


Or on trouve sans peine qae 




(a,b, c, i-g Y, ^X+ 1 I X j = (/, h, A/, AA^X, Yp, 

A designant Finvariant unique de /,• savoir : 

b. {be — ad)^^ — — ac)(c2 — hd) 

— 4 ac^ -h 4 db'^ a'^d- — 6 abed ~ 3 b- c • . 

Ce sont done encore /et h qui se pr^sentent, mais accompagn^s 
maintenant de Vimaricuit ts.. Notre seconde proposition (§ 11) con- 
duit ainsi a ces deux conclusions : 

Tout covariant 0 de la forme cubiejue / est exprimahle, soit 
de cette manieve : 

(.) ,_!M/.i.A) 

soit de la suivante : 

(‘0 . 




les deux numerateurs etant des fonctions rationnelles et en- 
tieres des diver ses quantites qui y entrent, et les exposants u 
et V etant entiers, Or^ de Id, il est facile de cone lure que 0 peat 
egalement s' exprinier par une fonction emigre de f^ h et A. 

Pour ^tablir la demonstration, j ’observe d’abord que deux qiiel- 
conques de ces trois quantites /*, g^ h peuvent ^tre regardees 
comme entierement independantes. On le voit en considerant un 
cas particulier. Soit, par example, 

/=a73-l-y3- 

on tr Oliver a 

quantites qiii, envisagees deux a deux, ne peuvent etre liees par 
aucLine relation independante de x et y. Mais, entre /, g et A, 
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line telle relation existe necessalrenient et s'obtient en comparant 
les invariants des deux formes 

( b, c, r y ex (/, o, ^ /A H X, Y jS, 

qiii sent respectivement 

A et 1/4 ^0^3. 

( )r, la seConde resultant de la premiere, par la substitution lineaire 
an deteriuinanl /, (jui donne naissance aux covariants associes a/, 
on trouvera 

A/« ==/.v/i-2 — i A/i-^3 

et, plus siinpleinent, 

( ) A/‘- + i 

(Cette equation a He recemnient indiquee par M. Cayley dans 
nil Meinoire intitule : Noueelles recherches siir les coeariants.) 

Cela pose, j’observe que les numerateurs dans les expressions (f) 
et (:>-) de 9 pouri'ont etre ramenes, en vertu de cette relation, a 
contenir seulement la premiere puissance de /i; ainsi, on pourra 
ecrire 

n(./; h ) A) -h hW, if, A), 

A, A ) = 1>o(/, A) -H A^i(/, A), ■ 

les nouvelles fonctions llo, 1C, ^o, etant essentiellement en- 
lieres en /, et A. 

Egalons uiaintcnant les deux expressions du covariant 9; il 
viendra 

-L A) - i- A 5', A) = ^ ■J'of/. (?•, A) H- A .!>,(/, A). 

Or je dis qu’on devra avoir st^parement 

(4) ^ no(/, A) = ^ 4^0(7, A), 

(5) ™ 1C(/,^,A)= 7 4,//^,A). 

JEHecti veinent, s’il n’en 6tait pas ainsi, on aurait entre /, g, h une 
equation essentiellement distincte de (3), contenant h au premier 
deg'r6 seulement. 11 serai t done possible, en eliminant celte quan- 
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tite, d’obtenir entre / et g une relation independante de x et y\ 
contrairement a ce que nous avons precedemnient etabli. Or 
Fegalite (4), lorsqu’on a chasse les denominateurs, prouve imme- 
diatement que llo est divisible par ./>, et par g^ . Une conse- 
quence toute semblable se tire de Fegalite (5), Ainsi nous avons 
ce theoreme : 

Tout covariant de la forme cubique proposer f est une 
fonctionentiere de /, g^ h et de V invariant A; le covariant h 
pouvant etre regarde conime entrant seulenient au premier 
degre dans cette fonction. 

De la decoulent beaucoup de consequences sur lesquelles nous 
aurons a revenir dans la suite de ces reclierches. En nous bor- 
nant maintenant a ce qui se rapporte a la division des formes 
cubiques, nous voyons que cette division pent etre faite de trois 
manieres differentes. 

Soient, en effet, /, /', les formes par lesquelles on 

peut representer la totality des classes cubiques differentes pour 
un m^me invariant A; a ces formes correspondront, d’une part, les 
coVariants quadratiq ties g, g^j g" ^ g'^^^ et, de Tautre, les 

covariants cubiques^ A, ff hb\ .. .? A^^F Cela pos(^, chacun de ces 
trois groupes de formes, que pour abreger nous iiommerons (/), 
(^) et (A), pourra tout d’abord 4tre individuellement divis^ 
en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss, tel que 
nous I’avons present^ (§ I)- Oi*? reunissant dans le m^me 
groupe toutes les formes de (/), dont les co variants quadratiques 
appartiennent au m^rne ordre dans (g), on obtiendra une seconde 
division en ordres de (/), que nous dirons attach^e a g. Et sem- 
blablemenl, si Ton prend pour point de depart la division en 
ordres de (A), et qu’on reunisse encore dans un meme groupe les 
formes de (/), dont les covariants cubiques appartiennent au 
ni^me ordre de (A), on arrivera a une troisieme division en ordres 
de (y*), que nous dirons attach^e a A. De ces deux derni^res dWi- 
sions, celle qui est attach.ee a ^ a la plus grande importance, 
comme nous nous reservons de le montrer dans un autre M6- 
moire. Elle sert de base, en effet, a la determination complete du 
nombre des classes cubiques pour un invariant donn^; recherche 
que M. Elsenstein a deja traitee d’une maniere aussi ingenieuse 
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qii’elegante, mais seulement dans an cas particulier. Pour ce qui 
regarde la division en ordres attachee au covariant A, je ne puis la 
justifier que par Tanalogie avec la pr^cedente, car jusqu’ici je n’ai 
pas encore ete amene a en faire usage, et a la caract^riser par 
quelque [)ropri^te arithmetique particuliere. Cependant, dans plu- 
sieurs circonstances, j’ai vu le covariant A j oner un r61e important, 
et j’en vais citer un exemple qui se rapporte pr^cis^ment a la 
recherche du noinbre des classes cubiques. II est necessaire, dans 
la methode que j’ai siiivie, d’ohtenir I’expression analytique de 
toutes les formes pour lesquelles le covariant quadratique est le 
m^me. Or, f designant une forme d^termin6e dont le covariant 
quadratique est toutes les autres qiii aiiront le meme covariant 
seront donnees par la formule tf-\- iih^ A 6tant le covariant cubique 
de des constantes lides par la relation 


II me reste encore a indiquer comment les diviseiirs commiins 
des coefficients de /, g on A dependent de A. Or, en nommantX, 
[jL, V ces diviseurs, et remarquant que les invariants de /, A, a 
savoir : A, A et A-^, sont respecti vement des fonctions homog^nes 
du quatri(^me, du deuxi^me et encore dii qua tri dune ordre, des 
coefficients de ces formes, on voit imm^diatement que 


est un diviseur de /i, 

{jl 2 id. A, 

id. A3. 

A ces relations il faiit aussi joindre les suivantes : 

X2 est un diviseur des coefficients de 
X3 id. k, 

fx id. 2 A. 


re 


Les deux premieres sont dvidentes, et la troisidme suit de 
qiiation 

dx dy dy dx ’ 


dont le second membre contient le facteur trois^ qui est amen^ 
par les deriv^es partielles 



Division en ordres des formes biquadratiques. 


La recherche du systeme complet des covarianls est le 
depart de cette question, comme de la precedenle. Nous alloias la 
trailer en nous proposant de mettre dans Lout son jour Fanalogie 
que nous avons reconnue a cel egard entre les formes cubi<y ii.es el 
biquadratiques. 

Soil, en conservant les denominations de in on premier Me- 
moire, 

/=:(«, 6, c, b\ 

la forme proposee ; ses covarianls associes seroiiL, d^ipres les for- 
miiles generales donnees a la fin du § 111, 

A = 

A 

A 

A =/((/■' — Lr'h 
/ etant V in<^ariant qaadratiqae 


aa' — 4 -h 3 ; 

g et A, les covarianls que nous avons deja considerc^s, savoi r : 

g— [62 — ac, \{bc~ab'), J( 3 c 2 — 266' — uaJ), 

\{b' c — a' b)^ 6'2 — a'c\{x, 

q, r, r', q\p’){x,yf, 

en faisant pour abreger 

p ~'^abc-\~ a^b', 6q = 6b^ c — abb' -h 


Cela pose, les covariants associes a g resulteront de ridemtit^ 


suivante : 


a, b, c, b\ a') 

J \ \ ^ ;{dx 
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qu’on venfM-'-a par ,in ralcul un pen long, quolque sans difficulte, 
oil reduisaiil covariaiils a lours premiers Lermes. 11 en resiilte 

quo nous reli'oii voiis ios quantiles /, h accompagnees des deux 
iiivariaiii.s i e* ./ - Aiiisi la socondo proposition du § II conduit a ces 
coucliisions ‘ 


Tout CO variant 0 dr (u forme bicjuadratique f est expri- 
niahle, sotd de cette niftniio'e : 


(O 

so it de la suirante : 

% 


(\ ^ ^ ( ./*j ’ 0 

'■ 7^^' ^ 


0 


<>>(./; ^, 7 ? ; f j) 


les deux /lunid t'citeu rs Hant des fonctioas rationnelles et en- 
tieres des divt^nses (jUuntUes (jui y entrent, et les exposants 
p., V eUtnt entie/'s. 

J(^ vais xiiain tenant (^tablir (|uo 8 pent egaleinent s’exprimer par 
uue fonoliori <uiti(>r(^ do /, A, / (ily. J ’observe (i’abord que /* et ^ 
IK! sauraieiit elrf! Iit3s par auciiiK! relation ind^pendante de ^ 
coxnnic on. le vnit cn <!onsidcraiit le cas parliculier de -f-y*, 

qiii doniK^ K"- Mais une telle relation existe entre J\ g 

et A, (it a ele (Hahlie dans uiou premier Memoire, savoir : 


4 . A"-* — 

Or, on voil. <|un biS nnmei’aUinrs, dans les expressions (i) et ( 2 ) 
de 8, pourroul iSlve rajn<‘n6s, a I’aide de ctille relation, a ne con- 
t<inir <pi(i la [)r<‘niiei*<i pnissamai d(i h. Ainsi on pourra ecrire 

U { J\ h \ i) Hot/, ld')i 

<P(J\ h ; i, / ) = <*>,) (./; g; 4 ,y ) -+- g; h / ), 

les nnii v<’iU<is tone lions 0,,, llj, ^(7 etant essentiellement 

(iiilieres (iii J\ g' ^ i (ity . II suit (It! la, en e^^alant les deux expres- 
sions du CO variant b, 

^ no(/, 7, y } H- J-- Ui(/, i,J) 

= ■'■7s, 
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donCj achevant cle raisonner absoliiment comme nous Favons fait 
pour les formes cublques, on obtiendra les equations separees 

= hj). 

desquelles ilresulte que JI^ et III sont divisibles par <I>^ et 
par Ainsi nous avons ce theorem e : 

Tout covariant de la forme biquadralique / est une fonction 
rationnelle et entlere de /*, h el des deux invo,riants j\ j\ 
covariant h pouvant etre regarde cornme entrant sellLen^e7'tt 
au premier degre dans cette relation. 

Pour proceder maintenanl ala division en ordres, il coiiviendra 
d’introdiiire, au lieu de g el A, 6«* el (iA, qui ne contiendi'oriLt 
axicim coefficient fractionnaire. La melhode que nous avons ejtn— 
plojee pour les formes cubiques donnera alors trois divisions 
differentes de Fensemble des classes distincies qui ont les memes 
invariants i et /. L’une sera directement deduite de la considera- 
tion des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repr6- 
sentent ces classes; les autres sei'ont respectivement attachees a 
6^^ et 6 A. IVlais, moins avances dans IMtude arithmetique des 
formes biqaadratiques, nous ne pouvons encore, comme nous 
Favons annonce pour les foianes cubiquea, atlribuer a aucune de 
ces divisions d’autres proprietes que celles-la memes qui leur 
servent de definition. Nous nous bornerons done a la recherche 
des relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des 
formes /, 6^, 6 A, et les invariants f, y, recherche qui exige plus 
de developpement que dans la theorie des formes cubiques; car 
elle depend dela determination des divers invariants de et 6 A. 
Nous nous occuperons d’abord, a cet egard, de la forme mais 
en nous placant a un point de vue plus general, afin d’en tirer 
occasion de presenter quelques remarqiies sur un beau theorem e 
qu’a donne M. Hesse, et qu’on pent enoncer ainsi : 

Soit F Line forme biquadralique composee lineairement 
en f et g, savoir : 


F = tf- ug, 
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t el a etant des consiantes ; si Con nomme G le covariant 
deduit de F, comnie de f\ on aura 

G = t'f, 


/// et d designant de nouvelles constantes. 

line nouvelle deiHonslralion de ce t.heoreme resiilte d’abord 
iiifunediatemenl de [>r(>[)(>sition, qiie tons ies covariants des 

Ibruies biqiiadratic| ues soul des fonclioris endures de /, A. Ef- 
f<‘chvein<‘nl., la forme G, <|ni, c^omme on le voit aisement, est un 
eovariaiU de /, doil elre, (X)nune cela se voit a priori, du qua- 
Irieme degre en x el JK- Or les seals covariants du quatrieme 
(le^re cjui paissenl r<;sult(‘r (rune fonction entiere de /, g, h 
s<ml d<‘s ronctions rineair<\s d(^ / el g, G est done, comme la 
forme K elle-meim^, une (‘xprc'ssion de cette nature. Cela etant, on 
trouve-ra, coinme il soil, C el d au moyen de t et a. Nommons 
I, J et H l<‘s quan tiles analogues a /, j et h pour la forme F. 
b;ntr<^ <‘es quantiles on aura la relation 




<|ue: j’(‘<‘riral ainsi : 


J)(G, = 

Or on reconnail inunediatemenl par I’expression de H au 

dF dG 
dx dx 

!I rrzitu! ut')h. 


... <^/F dG dF dG ,, 

moyem d(is derivees partudu's ^ que 1 on a 


Nous pouvons done poser 

(4, o_, - 1 7 • J )( G, t )•* ^ 

.-r= I la =(/«’— (4, <>, — S‘l — 


<U, <!ti observant <ni<; l<‘s (niiialions 



F // - II fr. 

G == u'ff -- t'f 

dorinent 


uG h e/ F 



/a' • nC ’ 

^ ' tu' — ut' 


/|, o, —-s I, — l''f 

/ , .0<G-4-i'F «G-(-u'FV 

( /«' - ut ' )»(.!, ", - .{- "J){ ut' J ’ 
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cette dernieu'e relation pent elle-rneme evideinmenl se ramener a la 
siiivante : 

( tu ! — 4 , o, — f, -- J)(G, F 

— V 4i n, — 3 - i, - -y }( ? G H- F, uG u' F )‘V, 




qiie nous allons Iraiter comme idenllque par rapport a G et F. 

A cet e(Fet, je designe pour an instant par a) la forme 

cubiqiie 

(4, o, — IG ~y Kf, 


On trouvera, en egalant les coefficients de et G- F, 
equations : 

— Ut') u), 

desqiielles on tirei-a 

du’ v?. dt ' 




dt 


du 


i do 


X ^cp 


deux 


expressions bien simples, comine on voit. 

Mais notre principal objet est d’ohtenir les invariants I el J, 
qu’il nousfaiidra tout a I’heiire employer dans Je cas particiilier 
ou F = 6^’, Soient, dans ce but, y el A les covarianls quadra- 
tique (‘) et ciibiqiie de cp, savoir : 


/\ 


( — l6y, — — i y, ^ l-J ^ 




on troiivera, en employant les valeiirs obleniies pour d et id ^ 




I do 
12 dl 



car nous avons ete amenes a faire usage precedennnent de la substi- 


( ' ) Ce cavariant ^ est le covariaru designe par ^ dans Je paragraphe III et 
la moitie de celui ainsi designe dans le paragraphe IV. E. F. 
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tutionqui donne naissance aux covariants associes. L’equation (3) 
devienl aiiisi, en remplacanl tu ! — ut' par 


4.0, — 77 J , 


O, (g, 


el Ton ea tire 




Ell particulier, si I’on suppose -6, afin d’obtenir 

F =6^^ on Irouvei'a 

J =: 3/'^ J = — 54/-. 

C’esL la le resuUal que nous voulions elablir pour arriver a 
caracteriser les nombres entiersjy diviseurs des coefficients de 6^. 

Nous aliens maintenant proceder a une recherche analogue 
rela tiveinenl aiix coefficients de la forme 6 A. Cette recherche lout 
d’abord scnilile plus difficile; car nous ne possedons aucune pro- 
position sLir les invariants des formes du sixieme degre. Mais il 
se prdsente ici le |)remier excmple d’un fait remarquable que 
nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances. 
La forme h [lossede, en elfet, cette singuliere propriete que tons 
ses invariants sont ou le discriminant, ou les puissances du discri- 
minant de la forme l)iquadratique proposee f. Voici, je crois, la 
maniere la plus facile de le demonlrer. Imaginons que, par une 
substitution S, au diUerminant u/iy on fasse evanouir dans f 
les coefficients de ;V'\y et de sorte que la Iransformee obtenue 
soil 

F = (A,o, G,o, 

Cette substitution, elfectuee dans A, donnera precisement pour 
transforinde la forme H qu’on deduirait de F, par la meme loi 
cjue A de /. Or on trouve aiiisi 

H = [o, |A( AA' — qC'^), o, o, o, — •iA'(AA' — 90*- ), o](X, Y }®. 

Cela pos6, un invariant quelcoaque de A, fonction homogene 
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de /?j <7, v, rf ^ /?', ne changera pas de valeur en siibstiLiianl 
a ces coefficients cenx de la transform^e H. Mais, par la, cet 
invariant devient une fonction homogene des deux scales quan- 
tiles 

A(AA'— 9G2) et A'fAA' — 9C2), 

et meme luie fonction qui ne doit pas changer par rapport a la 
substitution 

X=KX', Y = ^', 


en designant par K une constante qiielconque ; il ne pent done 
etre qiie pi'oportionnel a une puissance dii produit 

AA'(AA'— 9C2)‘^. 


Or ce produit s’expriine aisement en i et y ; car, F ^tant line trans- 
formee de ypar une substitution au determinant i, on a 

i = AA'^3C2, y = C(AA'- O), 

et, par suite, le discriminant A a pour valeur 


^ r= 1*3 = AA'(AA'— 9C2)2; 

d’ou res 111 te ce que nous avons annonce. 

Ceci etabli, on sail par un thdoreme de M. Cayley que I’ex- 
pression 

pp — (> qq’ -h 1 5 rF — 105* 
est un invariant de la forme 

de sorte qu’on doit avoir, en designant par ul une quantile 
numdriqtie, 

pp' — i')rr ' — io^“ = [A A. 


Or, en supposant 6 = 0, 6'= o, on trouve de suite que a doit 
etre nous avons done pour la forme 6/1 un invariant du second 
degre par rapport a ses coefficients, et dont la valeur est 6 A. Ce 
dernier r^sultat et les expressions prec^demment ob tenues pour 
les invariants de Qg donnenl les consequences suivantes : 

Designant par [jl, v les divisears des coejficients des 
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forf>h*s /, (Ml, 


A''’ <‘S| 

un diviscur dr 

Pin variant /, 


id. 



id. 

3 z^ 


id. 

54 ./^ 

V2 

id. 

6 A 


ou 


(\{ ~ •XJ y2). 
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A <'v\v relations it faat aassi joinrlre ceUes-ci, qu^il nous suf- 
/ira cV iridiqaer : 

X*’ <‘si im (liviseur dcs uoefllcieius <le 6^, 

A'** id. 6//, 

jj. id. 8 A. 

Morn me pour les formes vuhiqaeSj la. derniere resulte de 
V equation 

«/ ^ iL. 

* fix dy dy dx 

J(‘ UM’itniK'rai par un(‘ r(nnai‘(|U(* cpii n.r sera pas peivt-etre sans 
in»[)(ndaii<u* au [><>iril (l(‘ vuc* arlllnne^licpie, el cjul se lire des for- 
nuiU^s <pie j (l<)niii<‘<‘s pour Ic: iheorenie de M. Hesse. Elle con- 
sisle eu re (ju<? 1<‘ (liscu'iruinanl A (‘.si en facteur dans’ le cova- 
riaiU (i, <‘l l<‘s <l(‘ux invarianls I (d. J de la iorme 

= Pf -h 1 8 y>. 


VI. 

Sur les CO variants des formes du cinqnieme degre. 

II a (U.<‘ |tr('c(.(lcinincnl, otahli que t,ous les covarianls des formes 
o..bi<iu(^sel l)i(iua(li-ali(i..es s’expriment en fonction raliomielle et 

<‘niif.r(t de deux d'«nu.re eux, el de la forme propos^e. Ces deux 
covariaius foudameulaux out, comme nous Favons-vu, one origme 
commune, el s<‘ Irouveul dans le grotq)e des covarianls associes 
I.. uiv,.. Or eelle orooriatl fondamentale n existe 
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plus pour les formes du cinquienie degre, el il devient alors 
impossible d’exprimer Lous les co variants en fonetion entiere de 
ceux qiie nous avons deiinis comme associes a la proposee. Effec- 
tivement, les formules geiierales donnees a la lin du § HI mettent 
eii evidence ces qualre cuvarianls associes, g\ A, A', dont voici 
les premiers tenues : 

^ = {b- — ac)cc^ -h . . 

g'= [ae — ^bd-^ 3 c- ) -h . . . , 

A = (26* — 3 abc a- d) -h ... j 

h' = [2 6(ae — ^bd^ 'dc^) — «(«/ — be ‘i cd )] cr° -h . . . , 

la forme priinilive etant supposee 
f=(a, b, c, d, 

Or il existe an moins un covarianl cabique qu^on pourra, par 
exemple, definir comme Tiii variant/ de la forme bcquadratique 
suivante : 

/^/ d‘^f d^f ^*Wx yY 

\ ’ dx''^ dy ’ dT^ dy"^ ’ Ox dy^ ’ dy^ / \ ’ / 

el qui ne pourra jamais s’exprinier par une fonetion enliere de 
g^ g'j A, A^, qui sont respectivement des degres 5 , 6, 2, 9 et 5 . 

Il existe done bien, au point de viie algebrique, un caractere 
important qui appartient exclusivement aux foriues de degres 
moindres que cinq; mais il y a, ineme pour ces formes, des pro- 
prietes qu’on doit regarder comme exceptionnelles, et qui peu- 
vent veritablemeut les faire consid^rer comme des cas singu- 
liers dans les theories generales. Ainsi, les formes cubiques ne 
possedenl point de covarianls lineaires, qui se pr6sentent pour 
tOLites les auti^es formes de degres impairs. Les formes biquadra- 
tiqiies n’ont pas non plus de covariants quadratiqiies qui se pre- 
sentent, au contraire, pour toutes les autres formes de degres 
pail's . Or, de la d^coulent, dans la nature de ces formes, de pro- 
fo rides differences, que nous nous attacherons a apprecier et a 
faire ressortir dans la suite de nos recli ere lies. 


Paris, juillet i854. 
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IM NOMBItK DBS KACINKS D’lJNh] EQUATION ALGEBRIQUE 

COMIMUSKS KNTliE DEiS IJMITES DONNEES. 


{E\(rail a M, l^naMiarch , Journal de Crelle, t. 5'2). 


Ell |ioursui\aiU iii(‘>s rcu^herclies sur le Llieoreme de M. Sturm 

j'ai rdussi a Irailiu* par l(‘s mdines [)riuei[)es les equations a coeffi- 
<d(Uils ima^iuain^s, (|ui m’a couduilau theoreine de M. Cauchy 
pour \v <‘as(lu r(*(‘.lau^ic, du (uuH'h^ el, (I’luie indnile d’autres courbes 
<|ui soul meme a braatdies inhiiii^s, coiniue IMiyperbole. La theorie 
<l(‘s Ibrnu'S quadratiqu(‘S vient aius! dormer pour ces iheoremes des 
ileuiouslralious inde[)(UidaiU(\s d(‘ loule eonsideralion de continuite, 
(‘oinuH^ <u‘lle quit vous av(‘Z deja |)u (touelurc voiis-iueine de ce que 
j^ii dil au sujitl du iheoreme dit M. Sluriu dans les Coniptes ren- 
^ IdSoii, i‘‘'’sem., p. :q)4).La reduction d’une 
foniu* quadralique a uue soumu; de itarres, ([ui a ete le sujet de 
votr<‘ Memoirit sur ret|ualiou doul dependeut les inegalites secu- 
lairits, juue le priueipal i‘dl(‘ dans ines roclierches. SeulemenL, au 
Him des suhsl i I u I ions on la soumuMlits earres des variables qu on 
iiilroduit (*st a la soinuut des (‘.ari‘es des variables piiinitiveSj 

jit e.onsidere des suiistil ulions reidles queleonques. Ona alors cette 
proposluon dont je douuerai unit deuionslralion Ires facile, dans 
la suite des Miduoii'its sur les loriues ijuadratiques que je destine 
au Joarntd dr Crelle : De quelque mani^re que Ton fasse eva- 
nouir les reetau^l<\s (fune forme quadralique par une subslilution 
reelle, le uombrit dits earres qui se presenteront allecles de coef- 
heienls de mihnes signes, sera conslanl. Ce nombre est ainsi un 
vdrilabli* invariant ()our renscmble des formes i^quivalentes par 


(‘) pane **^4 cc voluiae. 


E. P. 



» !i-; I N it i: > i» I » It V H I, t: H t^; H M n f . 


’{<)K 

(lt‘s .stil>.slituli<M»N MatultMtaul !r pfr 

<]iril faiit t'-liil.lir, |>iHir Icaiti-r li-' a « ih- 


Soienf 

\ r J i.r . V .> ’ . • ■ • . ^ 

x„ r <V. V. > <,>• ’ ■■ 

li'iti'’'' I'ofif ttf; ui'i's fiii'nii' ifiiit'iiitt 

^ Xut <'^4.1 « . . - ^ ^ * 

’ (I t ffj.! X t tin/i •» , I , ^ ^ 

t 


vVf'/v/ ihHilvfHDti'fii rreilf" t*fi . 

y\ f/, .v/ A*.v mnsi^tiifrs r*/ ^/vj* 

I’ifuarrs ro/tJai:Nri\s, rr ifui supfmst* / #v//r%* #i*,i 

Sou> rt‘n<M*(MHllU<tii iiniiiiyiiiiH Am Aj, A|, .... 
naiils t|tii Hiiivtnil : 

! fhj 

I ^9,1 

1 

I'oith vv> (Irltu'uiinaiib ^^on^ rrrls, rar ils rrjtni 
taut liJS (!ol(Him»s hori/.cMitalrH n hi jihu‘i* ih»s riilt 
(HI tiu litHi tl(‘ ft-ii.yl v(* tjtti rcvifiit a t’luai^rr J 
\/ t <‘11 •■-y/---.- I. (‘tanl. Hi riH'i hut iHaiiuH 

(1(‘ la f(»rttH‘ 's par lUKt stihslititli<Hi li* m 

(pii st‘ prrs<*!il<‘rtHit av(‘(‘ th's rurfliritHi ! h jiiiHttilX 
aouthn* (h‘S lrrHH*s pHHiiifHtir la Htiitr 

* A| 

A|, » - » •«*» --■■■-' 


X| '■ «*K|. 



{..1 

lA 


t*Aa 



1 

I * 

I *hA 

A 1 
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et le no.ubie des oarres multiplies pardes coefficients ne-atifs sera 
le double du iiombre des tennes negatifs de la mdme suite On voit 
par ce tlieoreme que les formes telles que o se comportent comme 
des formes a uu iiombre d’iudeterminees moitid moindre, ce qui 
est surtout importautpourl’Arithmetique, comme jeTai ddmontre 
dans la tlieorie nouvelle dont j’ai fait dependre la decomposition 
des uombres en quatre carres. Mais la consideration de ce genre 
de formes me semble egalement indispensable pour arriver au 
tlieoreaie suiviAiil, qui est iin tlieoreme foadamental. 


II. 

Soil 

F(3) = H- -H. ..H- -h L = o 

line equation dont les^ coefficients sont des quantiles imagi- 
nail es q uelconq ues, et a, 6, c, . . k ses l acines; nommons Aq, 
Bo, .. Jvo, Lo les quantites conjaguees de A, B, K, L, et 
peso ns 

Fo(d;) = 4 “ Bos"-! Kq^ 4- Lq. 

La forme quadrati(jue suivante : 

^ F„(6)V(6) 

4 “ 

^ iwfnT) 

fonction sjaietriqiie des racines a^ sera toujoiirs reelle, 

el jouira de cette propriete que, si Ton fait evanouir les rectang-les, 
le uoiiibre des carr(^s alFect^s de coefficients positi/s sera egal au 
nombre des racines a, 6, . . k^ dans lesqiielles le coefficient de i 
sera positi/] et le nombre des carres affectes de coefficients nega- 
tifs egal au nombre des racines dans lesquelles le coefficient de i 
est negatif. 

Pour le d(^monLrer, je vais introduire, comme plus haut, les in- 
d^terniin^es imaginaires conjugu( 5 es 

Xo = .a?™"iV, \ — Yo=jr-"^/', 

U rrs tC 4 " iH/ j Uq — W ? 


X = a? -h ix' 


* • 1 
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osant, pour abre^er, 

: X -+~ aY -f-. . .-t- a^‘~^ U. 6o(«) = Xq -h ck Yq -i- . . . a'^-i Uq, 
idererai la non ve lie forme 


F 4 e ( a ) eo( a ) + 6 ( 6 ) e„ ( 6 ) + . . . 


gnanl par cp' ce que devieiit cp, lorsqu’on met y' ^ 
de <r, 7, . . ., on aura evidemment 

<t> = o -h- cp' ; 

sera beaucoup plus facile de raisonner sur cette forme 
r cp, qui conlient lui nombre d'indeterminees deux fois 
e. Pour demoiitrer en premier lieu la reality des coeffi- 
je remarquerai que les racines de F^quation 

Fo(-) = o 

es coujug'uees ao, 6o, . . ,, k\ des racines de la proposee ; 
i qii’on aura, par la decomposition en fractions simples, 

(a — ao} Fo(ao) \a—b^) F;( 60} (a — /o,} F;(/eo}" 

Lie expression de <I>, savoir : 

Bo(a} r B(^( )) ^ B(6o) ^ B(A-o) j 

F'{a) [(<»-- ao} F'y (ao) (a - /pq) F^ (60) ‘ (a— /:o) F; (A'o)J 

'Bo( 6} r 6(ao) B(6o) ^ 6 (/cq ) "I 

F'(6} [(^-ao) F;(ao} {b—b^) F; (60 ) (^6-~/:o) F;(/co)J 


eo(/v}r 0(ao} e^6o) B(/:o) 

Kq /,) [(7c-^ao)F;(ao) -60) F', (60) {k-k,) ¥\{k,) 


!n reunissant les termes contenus dans une merne colonne 
e, on Lrouvera de suite 



— ^eo(ao) e(ao) 
F(ao)F;(ao) 
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ce qui est bien I’expression primitive, dans laquelle on a change 
en — i. 

Ce premier point etabli, je fais la substitation suivante : 


0(ao) 


e(fe„) 

F'o(6o)“''’ 

e(>to) 

0o(aj 

> 

0o( ^ ) 

00 ( ) 

F'(«) 

= ?o, 

F'(6) 

F'(A-j 


I et io, Yj et 7]o, . . L> et Uq etant des variables imaginaires conjn- 
guees. De la resultera evidemment une substitution toute reelle, 
entre les eli^ments reels des indeterminees X, Y, U et u, 

puisque le systeme des equations posees ne change pas en mettant 
— ^ au lieu de Ainsi, lorsqu’on fait evanouir les rectangles, 
le nombre des coefficients des carres qui ont un signe donne sera 
le meme pour la forme <1> et la U^ansformee en Tj, . . o, savoir : 



^ k—b^ k-kj' 


Or il est facile d’appliquer a cette iransformee le theoreme I, et 
d’oLtenir le terme general de la suite 

. A2 A3 A/j 

^ . 

Aj A2 ^n—i 

Je considere pour cela le determinant relatif aux m premieres 
variables et aux racines a, 6, ...,7, g] rapport de determi- 
nants sera la valeur de — qu on tirera des equations lineaires 
A/«~-i P- 


, ‘■’I 1 

iX i p 

I _j_ ! 

= 

a — ao a — Oq 

Qt — J^O ^ S 0 


i’z 1 i'n 1 

iX i p 

, _i_ ! 

= 

b — ao b — ^0 

b—jo b — g^ 


i\ i p 

-j - H ! 

= p', 

A ^ • * 

g—cta g — ^0 

■ g—Jo g-go 


«»*: i V n I s i» r < ii v m, i ^ n i: ii u i r i: . 


(liuhs rhvpolhrsi* partic'ulif'n* (jtii* s^roniis a 

lion (1(‘ tji', soirnl mils. 

( )r, on salisfail a rt‘s «‘«[tiat inns do la manifna^ Miivanl** : 

Soil 

IltJ) .... (c; A''U il,a ^ - ^ 

on fora 



II ( rttt 1 

Ti',, ( Oo ) 

1 at, tf 1 ir < a 1 

i If,, /» 1 11 1 /. 1 

‘ A' )U 

1 

* 1 ,A' ^ 

/y, - 

III 

iri,(/>7i 

r 

( /t,. — #n U’l rn 

/, ii„- /. ' 

( /»„ ft ( ti 1 A 1 

;f’ll.,(A' 

1 A- 1 ii' 

1 

ill - 

JU^£n * 

1 1(1 ( ,A'«i S 

( A'o a 1 II 1 at 

f.'ii,,. ft t 

i A'„ /' 'll 1 /. 1 ' ■ ' 

* a'h Vir 

' 1 

1 ^ 1 

re (pii doiinc 

ra dc sn ilc. p< un* 

lf‘ <^is parliculicr 

ijiron a CH V ti t- « 



u/tti 

A'o Hl,0 A’ ‘ 



done 


lA’u A* 

) llj, * A\, ^ 11 * A 1 





p A.,,^ j 

. . III. 

A' « : \«n rnr 

It i 

J 

m St 


<]nantit<’ qni ; 

i pn’ciscincnt l«* 

«ii|;iic tin ctNdliricnl dc i dans I 

♦ 1 fa 


", \tnsi. 

, Ics co(^fii(dcnts t 

Ics carres daus la 

foriiii* oti 

« lii IlH 


la loniM* loi's(| n on aura lait t*vauoiiir It*** ri*riaii|4!i*s* oflViroiitt iiit 
noinl)r<Mln tornn’s positifs ol dt* t«‘rnif*s nd|4atifH *|iitild*‘ thi fifnititir 
(Irs irrnu’s posilifs cl nc|4atilH ilc la suite 

ii itn — // u i\ i*n i* U ...» it / m . a 1 1 

done, a <*aiiS(* dc la t'(*iattou * /#* t'tw ^ii'* / i% 

f/rs tarres ffui n/frimru nfi /#V7/ 

rtt^ttir l(*s reeia a ^ii*s ilans la fnrfut* s^vra r^til au naaihf^*^ /■•■•% 
ternies, (tyant rc larmr si^nt\ tlans la .vc/vc ties e*tef/ieirais #/#- i 
ties r(uurt(\s a, Ik . . k. 


III. 

Ia*s rcsultats prccddciits sciidilcront sails lioiiic iiiapjiiirit 
dans la praliijiic^ a c’uust* dc la dilficititi* d'lHidiier !rs fiiiti* t it f ti% 
sjnH‘lric|u<»s dcs riudncs qni sc prcsciitcni jimir Ics riHd1icii*iil.H «lf* 
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la forme quadratique o. Mais ce n’est la qu'-une difficulte appa- 
rente, comme vous allez voir. Reprenons I’expression 

'? = E FVarF'(a) + • ■ . + P, 

et faisons la substitution suivaiite, que m’a suggeree la notion des 
formes adjointes, telle que je Fai indiquee dans une de mes Lettres 
a M. Jacobi (^Journal de Cvelle, t. 40 , p. 268 et suiv.) sur la 
theorie des nombres. 

Peso ns 

1 _ \ _ \ do 

2 dx “ 2 ~ ‘ ^~du~~ 

Un calcul extr^mement simple montre que, si Ton designe par 


i(a), £{k) 

ce que deviennent les quotients 

F(^) F(^) 


quand on y remplace par on obtiendra la transformee 


i=2 


— iFo(a) 

na) 




Or cette transformee, qu’on pent substituer pour notre objet a 
la forme cp, s’evalue immediatement et sous forme explicitement 
r(^elle, au moyen des coefficients de Tequation proposee 

F(z) = o. 

Consid^rez pour cela I’expression 

V P(^) 

F'(a) z — a z'— a’ 

oil z et sont deux variables distinctes; elle se transforme succes- 
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sivemenl de la maniere qu’expriment ces relations, savoir : 


y Fo(«') 
Zi F'ia) 


Fi-s) 
s — a 


F(^') 

z ' — a 


F(^)F(y )2 

F(-s)F(s') y 
z' — Z Jmd 


Fo{a) 

F\a) 

F,(a) 

F'(a) 




_ F(z)F{z') r Fo(^) _ F,{z') l 
z'—z LF(-s) F(^')J 


F(^-)Fo(^)~-F(^)Fo(^-) 
.s' — ^ 


Ainsi la transformee 4F sera ce que deviendra 1’ expression ^vi~ 
demment r^elle 

, F(s')Fo(s)-F(s)Fo(s') ^ 


quand, apres avoir eflectue la division, on remplace successivemenL 
sO, z\ s2, 

puis 


par 

Soil, par exemple, 




Zq, Zl, Sq, 


^'n—1 

^ 5 


Zfi—I . 


F(s) = az- bz -h c i{ a'z^ -f- b'z -h c'); 

on trouvera 


I Ffs')Fors)-F(s)Fors4 


(ah ' — ba')zz'-^ {ac ' — ca')(s-i-s') ^bc'~ cb’ 


el, par suite, cette expression de i : 

Y £ = {aU — ha’)z\ — ca')z^z^ -H (6c' — c6') zl . 

Cette inethode pour obtenir la forme £ et les rapports de cette 
forme avec les racines de Fequation F(s) = o dtant bien ^tablis, 
voici les premieres consequences a en tirer. 


IV. 

Soit <I> le coefficient de i dans Fexpression iy)^ ofi cp est 

line fonction rationnelle a coefficients reels ou imaginaires. Si Fon 
considere x et y comme deux coordonnees rectangulaires dans un 
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plan, Tequadon <& = o representera une courbe, reladvemeiit a 
laquelle nous disdnguerons dans ce plan deux regions dilFerentes. 
Je dirai que les points dont ces coordonnees subsdtuees dans la fonc- 
don <I> la rendent posidve occupent la region positive, et que ceux 
qui la rendent negative occupent la region negative. Cela pose, 
repr^sentons geomdtriquement chacune des racines imaginaires 
< 2 , 6, . . A* par un point dont Fabscisse ^t I’ordonnee seraient la 
parde reelle et le coefficient de i de cette racine, on pourra detei'- 
miner combien de points ainsi obtenus se trouvent dans Tune ou 
Fautre des regions que nous avons definies. En elFet, si Ton (^li- 
mine - entre les equations 

F(^) = o, w = cp(^), 

F^quation en a aura pour racines 

ainsi la forme quadradque, deduite de cette equation, conduira a 
determiner le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient 
de i a un signe donned, et par consequent le nombre des racines 
/r, de Fequation proposee qui occupent la region positive 
ou negative, relativement a la courbe = o. 

Soit, pour premier exemple, 

les coefficients de dans les racines de Fequation en nous con- 
duisent alors au nombi'e des racines de Fdquation proposee 

F(z) = o, 

qui sont renferm^es dans Fintdrieur d’un rectangle, ayantses cotes 
paralleles aux axes coordonnds. Designons par le nombre 

des termes positifs contenus dans les coefficients des carr^s apr^s 
F^vanouissement des rectangles, lorsqu’on opere sur la forme qua- 
dratique relative a Fequation en u] Fexpression 

representera precisement le nombre de ces racines qui sont con- 
tenues dans le rectangle, ayant pour coordonnees de ses sommets 
les points 

= ?, ^ = ^ = 7 = ^0, a? = 5or 7 = “no- 
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En eflet, si* Ton represente rune quelconque des quantiles a, 
k par X -f- zj, le coefficient de" i dans les racines de u sera 
done 7r(i, '^) sera le nombre des quantiles x,y^ 
contenues dans les deux angles opposes par le soinmet, ayant les 
cotes paralleles aux axes coordonnes, et pour Porigine le point 
^ r = 7], Pun de ces angles ayant ses cotes paralleles aux di~ 
rections positives des axes. La difference 

representera, dans Pinterieur des deux paralleles, 

a? = — lo, 

Pexces du nombre des racines, dans lesquelles y est >* '/], sur le 
nombre des racines dans lesquelles jk est ^ Loutefois 

^0 <C i? conclut de suite la forimile ci~dessiis, en consi- 

derant une noiivelle ordonnee vio < t), et retranchani les deux dif- 
ferences 

7]) — 'no) — 'no). 

Si nous prenons, en second lieu, 

^(2) = R, 

la forme qaadralique relative a Pequation en u donnera le nombre 
des racines qui sont dans Pint(^rieur, et le nombre des 1 ‘acines qui 
sont a Pexlerieiir d’une hyperbole eqiiilatere, placee dans le plan 
d’une maniere quelconque. Enfin, nous remarquerons les propo- 
sitions suivantes : 

Soit 7i(Q le nombre des termes positifs contenus dans les 
coefficients des carves, pour la forme quadratique relative d 
d equation 

F(^ -h it) = 0 , 

la difference — 7z{fQ)sera le nombre des racines a, 
dans lesquelles le coefficient de i est entre les limites i^o- 

2 "^ U expression semblable — '^(Co)? relati^ement d de- 
q nation 


F(^ — iz) = o, 
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donnera te nombre des racines dont Les parties veeLles sont 
entre les limites 

3^^ Relative me nt d V equation 


F 



= 0, 


tx(Q sera le nombre des racines dont Le module est moindre 
que 

En general, on troiivera le nombre des racines contenues dans 
rinterienr de courbes fermees, si la fonction cp est le quotient de 
deux polynoines dii meme de^r^. 


V. 


La forme quadratique 

2d Fo(a) 

composee avec les racines a, 6, . . k de I’equation 

F(^) = o, 

oil 

6(a) — X ay . .-h u, 


el qiii in’a conduit sans aiicune consideration de continulte aux 
cas precedents du theorcme de M. Cauchy, est susceptible d’une 
transforination remarquable, par laquelle nous allons retrouver 
les ('nonces memes de rillustre geometre. Soit 

F( 5 ) = /;/(^) Fo(^)= 


/)•> P \ , q\ <danL des constantes quelconquefe, telles cependant que 
les degT(‘s de F et /sclent egaux. 

Nommons a, [B, . . x les racines de requation /(s) = o, et re- 


prc'isentons par co le d(;terminant 


P 

qy. q 


: je dis qu’on aura cette 


(iqiiation 


Fo(a) F'(a) 


62 (^) Q'(yo 

^ F„(6}r('F)^---^F„(A:)F'(X:) 



0^(«) 

/.(«)/'(“) 


(P)/'(P) 





Designoiis respectivement par o el o les deux formes 

V 02 (a) 

Zd Fo(a) F'(a)’ 2j /i(a)/(a)’ 

par A et A^ leurs invariants, par et leurs formes adjointes. 

Comme je Tai remarque daus une de mes Lettres a M. JacoJji, 
sur la theorie des nombres, les invariants de y et seront 
A^"“% et leurs formes adjointes : pose, et 

d’apres la definition meme que j’ai donnee des formes adjointes, 
les formes sont representees, en vertu du theoreme IV, par 
les expressions symboliques 

F(z')Fo{z)-F(z)¥o(z') f(^')fii^)~f(z)ft(z') 

"" ' , Ct / ' — ' • 

z — z z — z 

Or les relations 

F(^) Fo(.2) = qf{z) -f- qifi(z) 

font voir que la premiere est le produit de la seconde multiplide 
par le determinant to. Ainsi, nous avons deja 


A A 


De cette equation identique on conclut d’abord, en egalant les 

invariants des deux foiunes ~ et o) 

A A 


A'l— 1 A'"“^ 


A' == a>« A. 


En egalant ensiiite les formes adjointes, il vient 


^/i-2 Q ^Oi-2 m' 

L ~ 1 . 


A^i -1 




Cp C 9 ' 

X. = -i— 

A A' 


et, par suite, 


(p = ~ o' (1). 
to 


(^) Remarquez que b ~ A."F(,(a) Fo( 6 ) . . .'Fo( A-) ; c’est done la fonction qui 
provient de I’^limination de z entre F(z) = o, Fo(<s) = o. On peut I'obtenir sous 
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Je vais faire usage de ce resultat, eii supposaiit 


f t\ f\ etant des foiic lions reelles dont la premiere soit de degre /2, 
condition qu’on pent toujours reinplir en multipliant, si cela est 
necessaire, F par une constante imaginaire . Dans ce cas, I’identite 


Fo'(«)F'(aj F„(i)F'(6) F„(/o F'(A-) 

= i r ^ ^ e^(x ) -j 

ou a, p, . . X sont les raclnes de Pequation I'eelle f{^z) = o, con- 
duit a ces tli 6 oremes ( ^ ) : 

« 

Nommons, pour abreger, tu et v les nombres de termes positifs 
et negatifs que pr 6 sentent les coefficients des carr^s de la forme 
apres I’^vanouissement des rectangles. D’apres inon theoreme fon- 
damental, tc sera le nombre des racines de V equation F(2)== o, 
dont le coefficient de i est positifs et v le nombre de ces racines 
dans fesquelles Le coefficient de i est negatif. 


Or ces deux nombres vont recevoir une acception iiouvelle. 

La variable z croissant de — oo a -i- oo, 71: sei a le nombre de 


fois ou le rapport 


f{^) 


passe en s^ecanouissant dii posit if au 


negatifs plus le nombre des couples de racines imaginaires de 
V equation = o, et v le nombre de fois ou le meme rapport 

passe en s^'ivanouissant du negatif au positif, augmente encore 
du nombre des couples de racines imaginaires de la meme 
equation. 


Supposons en premier lieu les racines a, p, x, toutes reelles; 


forme de determinant, puisque — est I’invariant de la forme repi-esentee symbo- 


liquement par 




( ^ ) La fonction designee ici par © differe par le facteur i de la fonction de- 
signee plus haut parla meme lettre. E. P. 
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on pourra faire evanouir les rectangles de cp par la substitutiaxx 


ce qui donnera la transformee 

Or^ en s’evanouissant par exemple pour z = le rapport 
passera, pour des valeurs croissantes de la variable, du ndgatif 
positif, oil du positif au negatif, suivant que la quantite ^ 

positive ou negative; ainsi, dans ce cas, les nombres tc et v oi'xt 
bien la signification indiquee. 

En second lieu, supposons la presence des racines iinaginaii^e^s , 
et soient par exemple a et j3 deux racines conjuguees. Relative — 
ment a ces deux racines on fera 


= X-HtY, 






= X~-iY, 


ce qui donnera 


Ainsi, en general ( toutes clioses egales d’ailleurs), deux rcLc£rt€^s 
imaginaires co/ij aguees donnent lieu d la difference de d& 
Carres, lorsqu^on fait evanouir Les rectangles par une substi-- 
tutioii reelle, ce qui donne bien la signification attribuee CLi,i.rx:^ 
nombres tz etv. 

On en conclut que la difference tu — v sera l^ ex ces du nornib 

de fois oil Le rapport passe en s^eoanouissant du pos£ £ 

au negatif, sur Le nomhre de fois oiX ce rapport passe en 
nouissant du negatif au positif. 

Ce sera done Tindice integral 


fkl 
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qui represente par suite la dilTereiice entre le nombre des raciiies 
de requation F (z) = o, dans lesquelles le coefficient de c est po~ 
sitif, et le nombre de ces racines, pour lesquelles ce coefficient est 
negatif. Cette remarque, faite deja par M. Sturm dans son Me- 
moire sur le tbeorcme de M. Cauchy, a les consequences que nous 
allons indicjuer. 


VI. 


Consid^rons une courbe fermee C, rapportee a des axes rectan- 
galaires, et dont les coordonnees s’expriment par les formules 




r = 


9i(0 
7 M) ' 


les fonctions y, o, cp, etant entieres. Je supposerai cjii’en faisant 
croitre t dej)ais — oo jusqu’a q- oo, on obtienne, en rcvenant au 
point de depart, tons les points de cette courbe. Cela (§tant, j ’ob- 
serve que le theoreme de M. Cauchy, pour un contour quelconque, 
est evident lorsqu’on Tapplique a requation 2 = 0. 

II SLiffit, en efi'et, d’un peu d’attentlon pour reconnaitre qu’en 
suivant la courbe C, toujours dans le imune sens, jusqu’a ce qu’on 
revienue au point de depart, le rapfiort ~ passera, en s’evanouis- 
sant, aiitant de fois du posltif au negatif que du negatif au positif, 
si I’origine des cooxxlonnees est en dehors de la courbe. Au con- 
traire, si rorigine se truuve dans son interieur, ce rapport passera 
en s’cvanouissant, deux fois de plus du positif au negatif que du 
negatif au positif. 

Cela pose, un simple changement d’origine, en rapportant la 
courbe a de nouveaux axes, passant par le point 


ir = cc, 




permettra d’^tendre le theoreme de M. Cauchy a I’equation 

^ _ a — £*[3 = o. 

De la r^sulte que nous pouvons imim^diatement determiner I’in- 
dice integral relatif a tou tes les equations imaginaires de la forme 

cp(^) -f-£(pi(o — («-H = 



4l2 
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et, par suite, Texces du nombre de leurs racines dans lesqu^ell^^^ 
le coefficient de i est positif, sur le nonabre de leurs racines daxxs 
lesquelles ce coefficient est n%atif, cet exces ^tani zero ou deu-x:, 
suivant qiie le point x = y ~ ^ est exterieur ou interieui' a la 
courbe C. 

Cela pose, faisons dans Tequation proposee 


F(z) = 0, 


<p ( it ^ ^ ^ 1 ( ^ ) . 


en appliquant ce qui precede an r^sultat de cetLe substitution dans 
chacun des facteurs simples z — a, ^ — 6, . . ^ - — A*, de F ( ^ ? 
on arrive a cette proposition : 

U exces du nombre des racines de V equation 


F f = o, 

L J 

dans lesquelles le coefficient de i est positif, sur le nombre d^s 
racines dans lesquelles ce coefficient est negcitif, est Sg'ctl 
d deux fois le nombre des racines a, b, k de V equci tlo /i 
F (s) = 0, qui sent renfertnees dans Vinterieur de let courbe C- 
Ainsij en designant par |jl ce nombre, et en nommetnt P et INT 
nombre des termes positifs et negatifs qui se presentent detrts 
la forme quadratique relative d V equation en t, Lorsqu^ ort ex 
fait evanouir les rectangles, on aura la relation 

(P-N). 

Voila ou je me suis arrete dans Fetude de cette decouveirte si 
belle et si grande de M. Cauchy. Fai 6t^ amen^ a cette 6tude en 
grande partie par des recherches sur des questions arithm^tiqn es.. 
qui, depuis Tannee 1847, appel^ mon attention sur les form es 
quadratiques composees d’une somme de carrd^s de fonctions sem- 
blables des racines d’une m^ine equation. Aussi ai-je ^prouv6 xxne 
veritable satisfaction a rattacher a la consideration de ces formes 
ces magnifiques th^oremes de M. Sturm et M. Cauchy, qui ouvrent 
Fere nouvelle de FAlgebre moderne. Sous ce nouveau point de vuLe., 
d’ailleurs, le fait de Fexistence d’une infinite de syst^mes de fone— 
tions jouissant des memes propri^t^s pour la determination, des 
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nombres des racines reelles ou imaginaires, qui sent comprises 
entre des limites donnees, se presente des les premiers pas et d’une 
maniere qui en fait mieux saisir ie caractere et Pimportance. 

Parmi les formes variees dont le theoreme de M. Sturm est ainsi 
susceptible, la suivante me semble la plus simple : 

Soit V equation proposee 

f{z) = o. 

Nommons la derivee de et designons, comme precedem- 
mentj par le nombre des lermes posit if s de la forme qua- 
dratique qui a pour expression symbolique 

— ?)/(^')/i (^) - 0/(^)/i i^') 

’ 

lorsqvd 011 a fait evanouir les rectangles; Le nombre des racines 
reelles comprises entre deux limites ^ et E^o sera 

Une analyse particuliere m’a donne, pour la determination du 
nombre total des racines reelles et imaginaires, cet autre theoreme : 

Soitj sous forme homogene, 

^ =/(^j r) 

le premier membre de L' equation proposee du degre n. Posons 

Wo =/(a7o, yo) 

et considerons C expression 

I / da duQ du du^ \ 

xjo — Xoy\ dx dy^ dy dx^ } 

En remplagant, la division faite, 
d^une part, et de V autre 


respectwement par X, Y , .. on obtiendra une forme qua- 
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draticjue (u); et, relatwement a cette for me ^ la quantite ^ 
signee precedemment par tx — v sera le nombre total des ractrt 
reelles de V equation ii = o, moins une unite, 

Soit u’ ce que devient u par la substitution 

X ~ }xy\ y = ; 

les deux formes quadratiques {u) et (w') seront equivalentes, et 
Ton nomme X', Y', . . V' les indeterminees de la substiti 
tion pour passer de Pune a I’autre s’obtiendra par I’identit^ six 
vante : 

(X, Y, . . . , V) (a;, 7)—=* = (X', Y', . . . , Y) (X^ + Xoj, -f- f^oJK 
ou, d’apres Fexcellente notation de M. Cayley, 

(X,Y, V)(ar,^)'‘-2 = . .-t- 

Hyeres, 28 janvier i854. 


SUR 


LE NOMBRE LIMITE D’IRRATIONALITES 

AUXQUELLES SE REDUISENT LES RACINES DES EQUATIONS 
A COEFFICIENTS ENTIERS COMPLEXES D’UN DEGRE 
ET D’UN DISCRIMINANT DONNES. 


(Extrait d’une Lettre a M Borchardt, Journal de Crelle, t. 53.) 


Permettez-moi, en continuant en quelque sorte ce que je voiis 
ai ^crit au sujet de la determination des racines imaginaires des 
equations algebriquesj de vous entretenir des questions arithme- 
tiques auxquelles je songeais, lorsqiie chemin faisant j’ai et(^ ainsi 
ainen6 aux tlieoremes de M. Caucby et de M. Sturm. Ces ques- 
tions ari thine tiq lies avaient pour objet la theorie des nombres com- 
plexes, et en particulier I’etude des formes ddcomposables en fac- 
teurs lindaires, lorsque les coefficients sont des entiers del’espece 
a-\- b\/ — I . Pour le cas des entiers r(^els, la reduction des formes 
quadra tiques d(5finies avail ^td, coinme vous savez, I’instrument 
analytique que j’avais surtout mis en oeuvre; mais, pour passer de 
la aux nombres complexes, il fallait a ma methode une modifica- 
tion que j’ai 6te bien longtem|)s a d^couvrir. C’est le hasard en 
effet qui me I’a donn^e, en traitant de la decomposition des nom- 
bres en quatre carres, sous le point de vue que j’aiindique dans le 
Tome 47 de ce Journal. Je vais essajer de vous en donner une 
idee precise en ddmontrant le thdoreme que j’ai eu deja occasion 
d’enoncer dans une note de mon travail sur la theorie de la trans- 
formation des fonctions abeliennes : 

Les racines de toutes les equations a coefficients entiers com- 
plexes, (Lun degre dotine, et pour lesquelles le discriminant 
(determinant de Gauss) a la meme valeur, ne representeni qiiun 
nombre essentiellement limite dHrrationalites distinctes (^). 


(^) Gomme le rappelle M. Hertnite, ce th^oreme a et6 enonc^ par lui pour la 
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J'aurai, pour cela, deux points principaux a etablir. Le premier 
consiste dans la theorie arithmetique de la reduction de ces forncxes 
qiiadratiques a indeterminees imaginaires conjuguees que j’ai fail 
servir a la demonstration du theoreme de M. Cauchj. En desi-- 
gnant par^, y, 5, . . c, /2 -|- i indeterminees imaginaires, etpar ^oj 
jKo? -^01 • • •? conjuguees respectives, elles sont, comme voxis 

savez, defmies de cetle maniere : 

■+* JKo( ■+■ ^\,\y "I* ^1,2 -« ■+•. . 0^1, /i p) 


-4- Po(a/i,o^ • .*4- an^n^) 


avec la condition que et seront des quantites imaginaiires 
conjuguees. En mettant en evidence, tant dans les coefficients que 
dans les indeterminees, les parties r^elles et les coefficients de , 

la forme f sera si Ton vent un cas particulier des formes r^elles 
a 2/z -f- 2 indeterminees, mais qu’on traite, grace au jeu des quan- 
tites imaginaires, par les precedes essentiellement propres arix 
formes a /? + 1 indeterminees seulement. Sans insister davantage 
sur cette consideration que j’ai developpee ailleurs dans le cas 


de 72 = 1 , j’enoncerai les propositions alg^briques suivantes qxii, 
si simples qu’elles soient, doivent ^tre au moins indiquees pour ne 
rien ometlre dans renchainement des idees. 

En faisant, dans /, la substitution 

/ X = aX H- a'Y 

.-H 

+| 3 'Y +. 

.+ pt«)V, 

S s 4; = 7 X -t- y'Y +. 

.- 4 -f«>V, 

1 P = >vX + VY +. 

• H- 

I = ao Xo- 4 - aj Yo-f-. 


j JKo = Po Xo H- Po Yq H- . 

•+P'."'Vo, 

So j = YjjXq Y o Yfl-f-. 

•+Y‘o‘'V„, 

1 Po = ^0^0 " 4 ” ^0 ^o'+'* 



premiere fois dans son M^moire sur la transformation des fonctions abeJiennes 
{voir plus loin p. 477). Quant au theoreme analogue relatif aux nombres reels, 
M. Hermite Tavait demontre anterieurement (p. 225 de ce Volume). E. P. 
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ou a et a-o, [3 et [jq? spnt des quantiles imaginaires conjuguees, 
on aura une Lransformee de meme nature : 

F = Xq ( Aq^o X Ao^i Y -f- Ao, 2 Z -4- . . . Ao,,i V ) 

H" Yq ( A i^o Y -h Ai^ 2 Z -f- Ai,;i V) 

"^ 0 (-^»,0 ^ -^n,! Y A/i^2 Z -4- . . . A,i^/i Y ), 

de sorte que et Ay, a seront coinme et av,{j. des quantiles 
conjiiguees. 

2 .^ Soient D> rf, tOj tOo les determinants des syst^ines suivanls : 



/ Ao,o Ao,i 


Ao, 



1 ^ 0,0 ®0,1 


D = 

) Ai,o Ai^i 


Al, 

,« 1 

• 1 

j, ^=' 

' <*I,0 

j 

1 

^ A/i^i 

... 





... U,2^n ' 


/ a cl' ... 

^{n) ' 

1 


( 

a„ a't, . . . 

<> ■) 

OJ = 

) P' ... 

p(/2) ( 

( 

> 

J 

1 


1 

Wo= j 

Po P'o 

(. 


^ X X' . . . ^ 

\{n) i 

1 


( 

x„ v„ ... 

x<«) I 

on aura 

Pequalion 



D 

= dioojQ, 




d’ou rdsulte quc d pent ^tre regarde comme Pinvariant de la 
forme /. 

En vue de la tln^orie de la reduction, j’ajouterai celte remarqiie 
qu’en posant 

<? = ao.o ^ = y«ib,,iy -h bi,iZ . .-h bi^nV) 

-4~ 2o(^2,l JK ^2, 2-2 -4-. . .H- 


Oil 


^0 ( ^ H- . . . H- P ) 

= <^0,0 


on obtient une forme aux ind^ termini esy^ et 5 et^o, ..., r et (’o 
qui est un covariant de fj relativement a la substitution (S, So) 
quand on y suppose 

a=i, (3 = 0 , Y = 0 , X = 0 . 


Et si Pen appelle D' Pinvariant de on aura 

D'=aJ7o'D. 


H. - I, 


27 
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Cela pose, je vais etablir qu’etantdonnee une forme / definie, on 
pent trouver, pour les coefficients de la substitution S, des nom- 
bres entiers complexes, dont le determinant co soil un, tl lels que 
dans la iransformee F on ait 

;i ( » 4-1 ) 

(a) Ao,o^i,i • • • ^ b. 

Ce sera cette transformee que j’appellerai redaite. A cet effel, je 
considere Fensemble des formes deduites de /, par toutes les sub- 
stitutions (S, So) a coefficients entiers complexes et an determi- 
nant I. Je distingue ensuite, dans ces transformdeffe, celles ou le 
coefficient de XXo est le plus petit possible. Parmi ces dernicres, 
je dis qu’il en existe une que je representerai ainsi : 

F= Xo( Ao,o^ "T“ Ao.i A 4 -. . V) 

- 4 - Yo ( Ai^o^ “+■ Ai^i Y Ai,,? V) 

-4- Vo(A;i^o A H- A/ijiY 4-. . .H- 

et remplissant ces deux conditions : preinierement, que la forme 

G = Ao,,F-^ ~ + 

-h Zo(B2^i Y -4“ Bo, 2 Z -H . . Ba,//, V) 



+ Vo (B „,1 Y -h Bn , 2 z -4 ... 4- B,,,,, V) 

soit reduite dans le sens propre aux formes a n paires d’indetei'- 
minees ; secondemeni, c[ue les parties reelles et les coefficients 
de \/ — I dans les diverses quantites Ao,(j. soient moindres en 
valeur absolue que la moiti 6 du coefficient minimum Ao,o* En 
eflet, en faisant dans F la substitution 


x = 

1 * 4 - mi) 

•+-«3 

4_. 

.4-rt), 

Y = 

m't) 

4- n'3 

4-. 

. -4 r'u, 

z = 

ni"i) 

4_ xil'y 

4-. 

. 4 - r 

v = 

4-ll(/z)3 

4“. 

.4- 

11 

0 

?o4-moi)o 

"+■ tto3o 

4". 

. 4 - VoUo, 

11 

0 


-t-tio 3o 

4~. 

.+ t'„Oo, 

Zo = 

<1)0 

■+• ^0 3o 

4“. 

. 4 - r'o 

Vo = 

>n'*’-i)o-l-no'’Jo 

4-.. 

• • 5 
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on troiivera nne transformee £, dans laquelle le coefficient de 
sera encore Ao,o oii la forme 6 analogue a G, savoir 


© = Ao,oi* 


ck 


sei'a (d’apres ce qui a ete dit tout al’lieure) la transformee de G 
par la s Libs titu lion : 

Y ~ m'l) -i- n'3 -h. . .-H i*Ai. 

Z — m" 1; -+- n"3 . . . -h- 1*'' y , 

5 

V = 1) -h H-. . .H- Bo; 

Y()=in;i)o 

Zo = luj) Po -h n'() 3,) -I- . . . H- rj) tioi 


Mais cette substiUition est la plus generale entre les vi paires (ria- 
determinees conjuguees, et pent etre employee a reduire la 
forme (6; on voit done bien qu’on [leiil: admettre, dans I’ensemhle 
des formes dont j’ai parle, I’existence d’une transformee remplis- 
sanL la premiere des conditions enoncecs. Quant a la seconde, on 
y satisfait a Faide des entiers complexes m, n, . . . , r, qui restent 
jusqu’icl. arbitraires; en designant, en diet, pour un instant, 
par ao,|x Ics coefficients de £ qui correspondent a Ao,jx, on a !cs 
relations 


= 111 Aq ^ 0 -1— ni A 0 j \ — H iii^^ A 0 , 2 H- - . 
; = 11 Af)^!) — H ll^ A 0^1 H- iF Aq^s -h . • 

. -h 111^'^^ Ao^;i, 
•-H Ao^„, 

, = X Ao,() h- Ao,i - 4 - FA 0,2 *+* • • 

.-t- r‘"'Ao,„, 


et Ton voit qu’on pent determiner les entiers complexes m , 
11 , . . V, de maniere que la partie reelle et le coefficient de sj — i 
dans ao,i, ao,i >5 ao,« soient au-dessous de ^Aq^o* Admeltant 
done Fexistence de la forme F, remplissant les deux conditions 
precedentes, nous allons supposer que la relation (a) soil vraie a 
Fegard des formes r^duites contenant n paires d’indeterminees et 
nous en conclurons qu’elle a lieu necessairement dans les formes 
qui en renferment n 4- i. Elle se trouvera ainsi t^tablie dans toiite 
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sa generalite puisqu’elle a lieu conime je Tai fait voir ailleurs 
[Journal de Crelle^ t. 47) pour ai = i . A cet efFet, j’oLserve que, 
les coefficients de la forme G ayant pour expression generale 

on trouvera, lorsqiie les deux indices sont egaiix, 

•^0,pr. ■, 

de sorte cj;ue ces qiiantites peuvent alors ^tre regardees comme les 
invariants de formes quadra tiques a deux paires d’indetermiiiees 








formes qui seront defmies et reduites : definies, car nous avons saqo- 
pose yet, par suite, F elle-meme definie, et reduites, parce q[ue 
le coefficient minimum Ao,o sera an plus egal a Ajx,a, et que la 
partie reelle comme le coefficient de \/ — i dans Ajjt,^o sont, en vale or 
absolue, au-dessous de la liinite iAo,o- Done, d’apres ce que j’ai 
etabli dans le Memoir e precite, on aura 


et, par suite. 


A 0,0 A.[i,a<C 2 

AqjO Ai,i A2,2 - • • ^n,n <C • • • ^n,r, 


Mais, en admettant la relation [a) pour les formes reduites G, cjul 
contiennent 7i paires d’indeterminees et dont Tinvariant est A^^~^ H) ^ 
on aura 


n(n~i 1 

bi,i 2 AqI^^Dj 


or on en conclut, apres avoir multiplie menibre a membre par 
rinegalite precedente et supprime le facteur A"“o ? 

n (71-4-1 ) 

Ao,0 Al,l Ao^q • • • 2 D. 

C’est ce resultat qui tout a Fheure me servira de base pouir la 
theorie de la reduction des formes decomposables en facteurs li~ 
neaires, etqui sont a coefficients et indetermin^es complexes. IVIais 
j^indiquerai d’abord la consequence suivante qui s’en tire imixie- 
cliatement. 

Concevons qu’en vue de la theorie des formes jf telle que je 



XOMBUE LI MITE 1) ’ I R R A T lONALlTES . 


421 

Fenvisage ici, on modifie I’idee aritlimetique cle classe^ de inaniere 
ii designer ainsi Fensemble des transformees dediiltes d’une forme 
donnee, par ces subsliUitions speciales (S, So) lorsqu’on attribue 
aux coefficients Lous les s^'stemes de valeurs entieres complexes, 
pour lescjuelles le determinant (0 = 1, on aura ce tlieorhne : La 
totalite des formes de la meme exprehion analytique /*, lors- 
qidon les suppose dejinies, et d coefficients entiers tant reels 
que complexes, ne represente pour un invariant donne qidati 
nombre essentleilement liniite de classes dlstincies. Effective- 
ment, dans la reduite F, tons les coefficients reels sont limites 
en vertu de la relation [a) et les modules des coefficients imagi- 
naires le sont par la condition 

(JL, a A V , V A V Ay, 0, O , 

qui resultc, cominc on le voit immediatemenl, dc cequ’on suppose F 
line forme definie. On n’aiira done pour une valeiir donnee de Fin- 
variant qu’iin nombre limite de rddnites et, par consequent, iin. 
nomlire limite de classes. 

Je passe maintonant au second point qui me i^este a traiter pour 
arriver a mon theoreme. 

Soit cp line forme a 11 indeiterminees imaginaires, y, a 

coefficients com[)lexes, et decomjiosable en n facteurs lineaires, 
s a voir : 

A = ax “h a' y -h. . .-h at/i- -1) II ^ 

B rrr .r -H // jr -t- . . . -H 



L == /.r -h Z' H-. . .-h 

de sorte qu’on ait 

cp 1.= AB . . . L. 

Ces quantites A, B, L ne se trouveront point completemcnt 
deterininees par la fox'ine donnee cp, car il est clair qu’on pent 
multiplier par un facteiir constant chacune d’elles, pourvu que le 
produit dc tons ces facteurs constants soit Funite. J’observe cepen- 
dant que le determinant A, relatif an systcune de ces fonctions li- 
neaires, ne subira aucun changement par Fintroduction de ces mul- 
tiplicateiirs arbitraires, car en rempla^ant A, B, . . ., L, par z. A, 
Z2B, ..., le determinant relatif aux nouvelles fonctions sera 

^2 • • • 
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faire, comme nous I’avons dit, 

h ..tn~ y- 

3ns done, desonnais, regarder A comme absolument 
>ar la forme proposee o. Cela pose, j’introduis encore 
lineaires conjiigues de A, B, . . L, qui seront, en siii- 
tion deja employee, 

Ao = ^0^0 H- 7o 

Bq — ^0^0 ^I) J^o ^'0) 

Lo = /o •'^0 ^0 y'o • • • H” ^0^“^ ^ 

eterminaxit sera designe par Ao. Puis je compose, avec 
oupes de fonctions, la forme quadratique sxiivante, de 
e celles qui nous ont occupe precedemiTieiit, savoir 

/=AAo-i- . .H- LLo- 

e dependra essenliellement des imilliplicateurs arl)i- 
Ton peut introduirc dans les fonctions lineaires A, 
5, quels que soient ces multiplicaleiirs, son invariant D 
itite entierement connue 

D = AAo, 

I sera toiijoiirs definie, et Fon pourra liu appliejuer la 
e reduction exposee plus liaiit. Concevons done que 
Sterne determine des facteui's lineaires A, B, . . L, on 
la substitution propre a effecluer cette rxkluction, el 
tinuerai de representer par la notation (S, So)- 
a partie de cette substitution designee par dans A, 
je supposerai qiFils deviennent 

. % 


i 

par la substitution So, les facteurs conjugues Aq, Bo, 


= rtX-+- a' Y 
= bX -+-b'Y -4- 


= ix H-ry 
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Lo se cliangent en 

5^0 = 110X0“+" 1^0 Xo“+'* • •"+■ Uo, 

^0 = I’o X q -+- by ^ 0 ~i" • • • "H" Uo, 


= 4X0 -+- Iq "+■•••"+■ ^ 0^ Uo- 

De la resultera pour la traasformee de cp, par la substiUition S,. 
I’expression 

==5vS9..,ir, 

et pour la transformee r^duite de /, par la substitution (S, So), la 
suivante 

F = ^5to-{- . .-{-JFjFo. 

Cela etant, je vais d(^montrer qu’en supposant la forme donnee cp, 
a coefficients eiitiers complexes, et irr^ductible, dans ce sens que 
I’^quation cp = o n’admette d’autres solutions entieres que 

a; = y = o, . . . , u = o, 

les coefficients de <I>, qul seront aussi des en tiers complexes,, 
auront tons des valeurs finies et limitees par rinvariant D = AAq* 
Soient, a cet eflet, cr, a-|, ..., les coefficients de XXq, 

YYo, ..., UUo, dans la forme reduite F, a savoir 

~ itiXo - 4 — bbo - 4 —. . .-4— llj), 
cT^ = It 0 -4- b' by -i- . . . -1- L' ly , 


Ces relations peuvent s’^crire de la maniere suivante 


I = rnocF 

A 

-h mod^ — - 4 - . , 

/cr 

. .-hmod^ 

v/cr 


a' 

1 ~ mod- —j=. 

JO b' 

-f- niod^ —j— , _ 

/cTi 

.-f-mod2 


o(/t— IJ 

I = mod^ 

V 

1,(«— 1) 

H niod^ - ”+~ • 

/ <^n-l 

. . - 4 - mod- •' 7 

V 


et montrent aloi's que les modules des quantites • 

/a /cT 

• • sont 
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tons iiiferieurs a runit^. II en resulte qii’en representant par 
produit des fac tears, 




n(rt-i) 




•u, 




— X H — Y -r . . . + U , 


\/a \/ G 


V'''cr,,„i 




[in~i) 

s/Gn-i 


U, 


o’est-a-dire ce que devient <I>, lorsqu’on y reniplace X, 
par 





U, 


les modules des coefficients de cette transformee sont eux-r 
liinites. En eflet, si pour fixer les idees nous considerons le 
ficient d’un qiielconque des tei'mes de W, que nous repr(^‘sen 
par X^Yy...U'^, les exposants etant des entiers dont la s 
est 72, on trouve sans peine que la valeur maximum de so 
dale est donnee par le facteur numdrique qui multiplie le 
terme dans la puissance polynomialc 

_L.(X+ Y -H. . U)". 

- n 

n-- 

Cela pose, convenons de designer, par les expressions symbc 
suivantes 

jX^Y?. ..U^j ec [XaY?...U-'], 

les modules des coefficients de dans <I> et W. 11 e: 

<ju’on aura, d’apres la relation qui lie les deux formes, 

(i) lX/>Yy...U-'| = [X/'Y7...U^] .a;,.., 

et, en particulier, pour les coefficients des puissances les pi 
vees des indeterminees, 

lY«j = [Y»]/af, 

!U'M = ru«n/<:7- 



<0 
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Oi , en jiiullipliant. ces <!cjuations inenibre a incinbre, il vieiil 

1 X« i ! Y« 1 . . - i U'M = [X«] [Y«]. . .[U«] v/^a;...a„_0"; 

iiiais, (raprcs la relalion caraoterislique pour les formes quadra- 
tHIucs r('>(lnil,es, el. la valcur de I’invarjaiit de F, que nous avons 
Irouve prdc.iuleamienl eo-al u AA„, on a 

1 

• crcTi . . . < •A'-i Aio ; 

il on resnIU' done que 

. ; X"| 1 Y"j,..ju«| <[x«][y«]...[u«].2^“^’ v/mo 

<!l fliiabnnenl,, (Ui ayanl egard aux limiles des quantiles [X"], 

|Y«], 

i«V«- 1) 1 

;\'M1Y'M...!U'M<— i (Ai„)^". 

- //2 
71- 

Voici (loiK* Ics coenicients des puissances les pluselevees dans 
la forme <I>, limiles an moyen do I’iiivariant AAq. Et e’est en ce 
niomcnl <in(i nous employons la condilion d'irreductibilite deceLte 
lornie Uille (|u’<dl(^ a etc posee plus haul, de maniere qu’aiicun de 
<‘.es (‘,oe((i(‘i(;iil,s mi puisse cLre suppose^ s’evanouir. N’ayant obtenu 
(ill eilel (ju’une limiLe (hi leur produit, dans le cas ou Fun d’eiix 
serai t uni, on ue poiirrail, plus rien concliire sur les autres. Main- 
tenant el a Faidc des valeurs de ces (juantit^s : 
nous ol)ti<‘n(lrons desliinitcs pour les coefficients des autres termes, 
on dediiisaul d(‘s ('oefficients (i) et (i>.) la suivante 

P s 

P , f] , .9 

I X/' Y'/. . .rj-'l (X" Y« l'"". . .( 

et reruplaeant, dans le second inembre, [X"], [Y"], ... 

et le produit (icr, ... par leurs limiles superieiires. Il vient ainsi, 
en clesig-nant (/>, ..., s) le coefficient de X/’Y^. ..U’^ dans la 

puissance (X -+- Y 4-. . .4- U)" : 

p (J s - ( /, _ I ) ^ 

iX/'Y'/...U-'l jY«|'''«...l U" !’“<(/’, 17, — i (AAoF". 

-n* 


Nous sommes ainsi parvenu a la proposition an 
cl action des formes decomposables en facteur: 
nous autorise a donner, aux iransformees telles 
formes rediiites. Mon tlieortnne sur les racii 
algebriques a coefficients entiers complexes en et; 
iinmcMiate, comme vous allez voir. 

Soit 

p p/? _f- Q -f. R C’ -f- S = o 

line equation de cette nature. En designant ses 
c, ..., A*, I le discriminant, ou determinant 
nombre entier complexe 

Cela pose, faisons dependre de cette Equation in 
ficients entiers complexes, que nous defmirons 

o = P«-i (a? -i~ ay a-z -i~ ... -h u) {cc -l- by -+- b' 
X {x ly -k- I- z -i- . . u). 

Nous remarquerons d’abord que, pour cette foi 
est precisement \/B. Soient, en elTet, 

A — X -h ay -H . . . 

B = X -h by 4- ... -1- 6'*"^ ifc, 

L =: X ly u ; 

(bapres sa definition meme, A sera le produit de 
le determinant relatif an sj^steme des facteurs lin 
Or, on sait que ce determinant est la fonction 
produit des diflerences des racines a, 6, ..., I 
bien Je dis maintenant que les racir 

tlons diflerentes, auxquelles correspondent des 1 
tiquement equivalentes, doivent etre regardees ' 
les m^mes irrationalites. Soient, en effet, 

t 

$ = |I«-1 (X -h a Y 4-. . .-1- a'^-1 U) (X H- b Y 4-. . 
X(X-hlY4-...4-P^-iU) 


et 


i:- 1. 1 1 1 r. u 1 U U A 1 1 0 N A L I T K S • 


line seeondccqdalion, nyant pour raciiies it, b, I, avec la forme 
I'.oi'respondanle. S’il esl, |)osslble de dediiire <I> de cp, par une sub- 
I i ( iilion a (‘ocf rK'ienl.s enl iors complexes et au determinant un, e’est- 
(lir(': d’avoir id('nl!(niein(‘ut o =z <I>^ en jtrenant 

X := a \ -h a‘ Y -h . . . rjiOl-l) [J ^ 
y:r=: [i \ ^ f,' Y ^ ^ X] ^ 


I ( 3::: X \ ■”{— X Y ~t” ... •*4— ^ ^ ILI ^ 


on pourra, <‘n desiguant |)ar /o, des eonstantes, poser les 

I'fda lions 

X •'!- ay -h . . . - H <7" -I a = ( X h- it Y h- . . -f- it^^-’ U ), 

X •• by •!••... -H b*^ i u — /g (X -1- b Y H- . . . -h b'^-^ U ), 


.r «l - ly ■ i^. . .-h /"*“i XL — /n(.X H- lY -h. . .--H ). 

i )r, ('ll (dle(‘.luanl la su hstiliilion et ddsignant poor abre^ger la fone- 
l ion (nili(>r(^ a (axdTieientsenl.iers eomplex(‘s 
|>ai‘ 0/(e), ('.(‘S la'lations donneronl 

X 0 ( XI ) - I- Y Oj ( XX H- U ( a) = ti ( X -h it Y •+-... -f- U 

X 0 ( b ) . I - Y 0 1 ( /; ) . . . -i- U 0;, . I ( ) = /o ( X H- b Y + . . . H- b«“i U ), 



X0(/) ^» Y0,(/)-h,..-hlJ0„. .i(/) = ^„(Xh-IY 


lj^)n en eonctlnra l(‘s <‘xpr('ssions snivantes des racines it, b, I 
|>ar XX ^ /, 


It 

■(1(7*7’ 

()(«> 

, lt«-l = 

b 

0(^1 ’ 

0(6)’ 

. ll«-l = 

1 r»: 

0i(/) 

0(7.1 ’ 

0,f/) 

‘■-0(/)’ 

U'-l =r 


0/; — l ( (^ ) 

^n-diy) 

0(/^) 


0(/; ^• 


il esl visibb^ qiieu partanl d(^ la sidislilulion inverse, pour 
(lediiire o de on arrivera a des expressions toutes seinblables 
ejui donneront les raeincs a, /, au moyen de a, b, 1. 

(Nous sonimes done bien aiitorisd par la a regarder les racines des 
<lenx tbjiiations eonime pre^sentant les memes irralionalites. 
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Cela pose, considerons Tensenible des equations de degre /?, 
ayant meme discriminant, avec la serie des formes cp, qui corres- 
pondent a cliaciuie d’elles. Ces forjnes, en nombre infini, a3’^anL 
toutes le mmne invariant AAq, a savoir le module du discriminant, 
seront reductibles a mi nombre limite de reduites <I>. Or, les equa- 
tions, dont les racines pourront presenter des irrationalites dis- 
tinctes, seront celles-la seules auxquelles correspondent des formes 
ayant des transformees reduites difilerente.'j ('). Elies seront done 
bien essentielleinent, coinme je Tai annonce, en nombre fini. 


(1) Kn effet, cles formes ayant inemc r^cluitc sent arithmetiquernent equiva- 
lentes, et il a ete explique plus haul comment Jes racinos des equations dont 
elles dependent oirrent des lors les mernes irrationalites. Voyez an resLc, siir cette 
question de I’^quivalence des formes decomposablcs en factcurs lineaircs, nion 
premier Memoire sur la llicorie des formes quadra litpies {Journal de Crelle, 
t. 47). 
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L’INYARIABILITE DU NOMBRE DES CARRES POSITIFS 

ET DES GARRES NEGATIFS DANS LA TRANSFORMATION 
DES POLYNOMES HOMOGENES DU SECOND DEGRE. 

(Extrait d’unc Lcttre a M. Borchardi, Journal de Crelle, t. 53). 


Paris, ce 24 avril i856. 

Dans le cas ou votis le jiigeriez convenable, vous pourriez 

piihlier la dduionstration suivante, du principe d^couvert par 
Jacobi, cJL employe par lui a la demonstration des belles formules 
pour les conditions de rdalite des racines des equations alge- 
briqnes, qne vous avez donnees dans votre Memoire sur Feqiiation 
a I’aidc de laquelle, etc. Rien d’ailleurs n’est plus simple que 
d’ctablir ce principe que j’enoncerai ainsi : 

Quelque substitution reelle que Von emploie pour reduire 
un poly name homog^ne du second degre d une somme de car- 
rdSj le noinbre des coefficients de ces car res qui auront unsigne 
do tine sera tou fours Le me me, 

Supposons, en effel, qu’un polynome homogene du second 
degr<5 f,kn + i ind^lermin^es c, se r^duise k I’expres- 

sion suivante 

en faisant 
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Si Toil domie uiie seconcle substitution egalemeiit reelle, 

I = aXo-h a'Xj H-. . .-i- 
. ] y = Z>Xo-H- b’Xi-h. ..-r b^'^^Xn, 

’ /• 

[ (^ = IXq -r- I Xi -f- . . .H~ 

de laquelle resulte la transfoiunation analogue 

y = TQo XJ 7] 1 Xf -f- . . . -f- X J , 

il s’agit de prouvei- que le nombre des coefficients £, qui auroiiL 
nil signe donne, sera egal an nombre des coefficients v], qui auront 
le meme signe. 

A cet effet, etpour fixer les idees, supposons negatifs £o? •••? 

el positifs les coefficients suivants : sz+o, ---j £/^. Supposons 

aussi que 7] 0 , '^ 1 , Tj/f soient negatifs, tandis que7)4.^^, vi/^+o, r\,i 
seront positifs. On aura d’abord en egalant entre elles les deux 
expressions de la forme /, 

*0^0 7]oX 5 -t- Vji X| -f-. . .-r- '/l/iX;7 

les N ariables etant liees par ces equations 

otXQ-h . .-i- aXo-h a'Xi 4-. . .-h a^'^^Xn, 

h- 4- . . . 4- cC/i. — bXo 4“ b'^ Xj 4- . . . 4“ b^^^^ Xji, 

* 

Xxq 4- 4- ... 4- CC]^ — IXq 4“ b Xi 4- . . . 4~ I X/i. 

Avanl d’aller plus loin, j’observe qu’on pourra toujours les re~ 
soudre par rapport aux indetermlnees x on X, si Finvariant de / 
est different de zero, et si aucune des quantiles e et Tj n’est nulle. 
Soient, en effet, J Finvariant de /, o et d les determinants relatifs 
aux substitutions (i) et ( 2 ); on aura 

So . S,i = J 0-, 

TQoT)! . ..7J^ = 

de sorte que et S ne pourront jamais etre supposes mils sous 
les conditions admises, 

Cela remarqu^, remplacons' ;3?0 5 • ••? d’une part, 
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, . . ,x,i de rail Ire, par 

M) '-r/ 

- So /— s/-~ £/ 

iplacons de meine Xq, X, , . . ., 

\/— r^Q 

^■/r+ 1 7 • • *7 X/2 par 

X/H-l ^^/.•+2 

\/^/.:-i-l \/'nA -+2 
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^/+2 X,i 

par 

X,. 

Jk. 


ellecUioiis, par rapport a ces iiouvelies iiideterminees, la reso- 
in des c({uatioixs (d). On sera par la amene a la relation siii- 
e 

.'r y ... -h 

rr — X § — \ f — . . . — Xx- H- X|.+i H- X|. 4,2 -t- . . . H- X)i , 

’on pourra supposei* 

a.\) po \q h- ^0 Xi H-. . . .Vo X„. 

a' I = /) 1 X 0 - 4 - <7 1 X 1 - 1 - . . . -h X/, , 

• • * 1 

Xfi, = /?/zXo H- ^/i Xi H-. . .4- 6’/iX,i, 

oefficients etant essentiellement /-ec/.?. Or, je vais etablirTim- 
il)ilit(5 d’une telle relation des que Ton suppose /i different de i. 

‘ fixer les idees j’admettrai que Ton ait /c > et j’observerai 
parmi les diverses liquations auxquelles les coefficients de la 
titution (4) doivent satisfaire, on voit s’offrir en premier lieu 
~ci 

'—Po —Pl H- 

1C pourrait eviclemmentetre verifuie que pour des valeurs ima- 
Ires des quantiles /?, si I’on avail ^ 

/>o=o, pi = o, Pi=o, 

r, on va voir comment de la substitution (4) il est possible d’en 
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deduire une nouvelle, qiii, transformant le poljnome 



1 

T 

1 

. .T/ -H 3.7+ 1 

-i- ir74-2 • 

■ ■ H- 3-X 

en 

(C) 

1 

7 

X 

i 

. xi.+ XL, 

Xr 

-t- X 7.^.2 , 

. . - 4 - X , 


ait encore ses coefficients reels, et de plus presente ce caractcu-e, 
que rindeterniinee Xo ait disparii dans les expressions desindeter- 
ininees ^0, Goimne on suppose /r > f, k — 1 sera an 
inoins egal a i et, les conditions precedeinmentenonc(5es sc tronvanl 
realisees, notre tlieoreme se trouve par la ineiiie demontre. 

A cet effet, nous reinarquerons que I’on pent, sans changer le 
polynome (6), y remplacer Xo et par 

cosoXo-h sin^Xi, siiioXo — cosoXi 

et introduire par la un angle arbitraire dans les formiiles (4), qiii 
deviendront 

cpq = (jDo COSO -h cjQ sino)Xo-h (po sincp — ^0 coscp)Xi -h. . . , 

(pi coscp -h sincp)XoH- {pi sincp — cji cos^)Xi , 


ccn= (pn COSO -h siiio)Xo4“ {p7i sin o •— g,i coscp) Xi-h 

Maintenant et quels que soient les coefficients p cL etc. on 
pourra disposer de cet angle, de maniere a avoir 

poCOSf -h g,) sin o == o, 

et Ton sera ameiie a une nouvelle substitulioa egaleinent reelle, 
ou rindeterniinee Xq aura ddja disparu dans la valeiir de Cela 
fait, partons de cettc nouvelle substitution pour y introduire de 
nouveau un angle arbitraire, en remplagant Xi et Xo par 

coscpXi-h sin (0X2, sincpXi — cos (0X2, 

ce qui se fera encore sans changer le polynome (6). On voit, en 
raisonnant comme tout a Theure, que Ton pourra annuler le coef- 
ficient de X| dans I’expression de Or, des calculs analogues 
pourront etre continues, jusqu’a ce que Foa soil amend a rem- 
placer et Xa par 

coscpX/,"-! -h sin^Xyt, sinoX/..-! — cosi^Xa;, 
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et, en demiere analyse, on voit qiie de la siibstitiition (4) on aura 
dedivit, par des operations toiijours possibles, une suLstitiition 
reelle dans laquelle Xo, auront disparu de I’expres- 

sion de rindeterminee ^o- premier point etabli, nous concevoiis 
(pi’on r^petCj en raisonnant snr Pindeterminee suivante .ri, des 
operadons toiiies semblables, inais en se bornant a fair.e dispa- 
raitre de proelie en prochc, dans Fexpression de cette iiicleter- 
minee, Ics coefnclents de Xo, X,, ...,X/,_2. On n’aura ainsi besoin 
d’inlroduirc dans les sabstiLudons siiccessives que les indeternii- 
iiees Xo, Xi , . . X/f„^ , de sorte que, ces calciils fails, on ne verra, 
reparailre dans la valour de .z'o aiiciine des iiideterminees qiii en 
out deja etd climinees. Cela pose, il est clair qiFen raisonnant 
d’line inaniere analogue successiveinent siir ^2, ^3? etc., on sera 
en dernier lieu conduit a faire disparaitre la seule indetermin^e Xo, 
de la valeiir do ^a_i. Elle ne se Lroiivera point d’ailleiirs dans les 
indeterininces precedentes -^o, ot de la sorte on 

sera parvenu a nnedcrnicre substitution, consequence de la subsli- 
Lulion ( 4 ), transformant encore le polyiiome ( 5 ) clans le poly- 
nome (d) et qiii tombc dans le cas indique plus liaut, oii il est 
manifosteinent iinpossil)le cpie les coefficients soient des quantites 
reellcs. 
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Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. J, 1857. 


Dans inonMexnoire Siir LHatroduction des variables continues 
dans la theprie des nombres {Journal de M. Crelle, t.41) ('), j’ai 
fonde la redaction aritlimetique des formes ciibiques siir la consi- 
deration de certaines formes quadratiques, fonctions rationnelles 
des racines de ces formes, et qui jouissent de proprlctes singii- 
lieres, que je vais indiqiier en pen de mots. 

Soitla foi'me cubique proposce 

/= (A, 13, B', A'){a^,7)3== 

Suivantque les racines seront toutes reelles, on que I’line d’elles 
le sera seulement et, par exemple, et y etant imaginaires conjii- 
guees, ces formes seront 

(l) — a7)2-r — 

et 

(9 .) — y7)j 

X, p, V etant des constantes arbitraires. Ce sont la du moins les 
expressions telles qu'elles sont envisagees dans le Memoire cite 
precedemment. Mais pour ce que je vais avoir a dire, je modifierai 
ces expressions de la maniere suivante, en considerant an lieu de 
la forme quadratique (i) 

A2 [ X ( p — y)2 ( — ^7)2 - 1- jx (a — y)2 ( 5? — p7)2 V (a ^ p)2 {x — y7)^ ] = S. 


(^) Voir p. 164 de cc Volume. 


E. P. 
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1 lieu de la forme (2), 

-X(p - — P)(a — Y)(^-- Pr)(^ — Tr)]= 

est aise de voir que Ton arrive ainsi a obtenir deux covariants 
forme proposee, quels que soientX, p., v. Cela pose, soil 

F == {%, IB', €'){x, yf—%{x-^ay){x^by){x — cy), 

reliant 

. = — A2A'~2B3 h-SABB', 15 = -B^B'— AA'B -h sAB's, 
l'= A'2A-H 2B'3~3A'BB', I5'= B'2B -h AA'B'— 2A'B2, 

orte que F soit le covariant cubique de /. Or, pour concevoir 
c formes quadra tiques, G et H, coinpo.sees avec F, comme g 
le soiit respectivement avec /, ces formes seront 

( ^ — cyix — ayY^ H- jn (a — c)"^ (x — by)^ /i (a — b)- (x — cy)-] = G 


^2[— — c)2(.r — )‘- -H 2 /n ( a — b){a — c){x — cy)] = H; 

^lles jouissent de cette propriete singuliere que Ton aura 

G = 

i est rinvariant dc la forme proposee /, en prenant 

/ = — X -h |(X-I- (J-H-v), 

ni == — |JL -h ^ (X -H |X H- V ), 

n = — V -1- ^ (X -H (-1 - 4 - V ) ; 
n = AA, 


faisaut 


— X H- 4 P- 
, 



>s formules donnent d’ailleurs 

lm-+- In mn = X{jh- Xv h- 
_ 4 _ o / nr = u 2 Q. X JJL. 
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Parmi les nombreuses consequences arithmetiques qui resulteiit 
de la, je me bornerai a indiquer les siiivaiites : 

Supposoiis = V = I , les equations donneront l=m=n= i ; 
or, dans ces hypotheses, les formes quadratiques g et A jouissent 
de cette propriete qu’en efiectuant, dans la propo'see/, la substitu- 
tion propre a reduire ou la substitution propre a reduire A, 
suivant que les racines a, p, y seront toutes reelles ou non, les 
transformees obtenues seront des formes reduites, dans le sens 
propre aux formes cubiques. Or, les formes G et H etant, dans le 
cas ou nous nous placons, respectivement proportionnelles a 
et A, on voit que Ton aura a employer precisement la inline substi- 
tution pour reduire une forme cubique donnee f et son co va- 
riant F. 

En cPautres termes, on pent egalement dire qu’une forme 
donnee cubique et son covariant cubique sont toujours simultane- 
ment de formes reduites ou non reduites, pi'opriet^ remarqiiable 
et qui ne se retrouve pas dans la theorie des formes quadratiques 
ternaires, ou les adjointes des formes reduites ne le sont pas ellcs- 
memes en general. 



LETTUE A CAYLEY 


SUR LES FORMES CUBIQUES. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics^ t. f, \ S5y. 


Samedi, 3 mars. 

Mon cher Monsieur, 

Dans un Memolre qiie j’al adresse il y a bientot un an a M. Crelle, 
j’ai annonce des rechei'ches sur la theorie dont vous vous etes vous- 
m^me occupd et cette recherche doit faire suite a un Memoire 
public dans le Tome 41, dans lequel vous pouvez voir, sur la du- 
plication de la form'c 

I b-~- ac, ^ ( be — ad)^ c- — | (a?, 

des calculs qui ne sont pas sans analogie avec ceux que vous me 
communiquez (^). Void le principe de ces recherches : 

Soient la forme proposee f= (a, r, d)[x^ cp le covarianl 
ci-dessus (/?, P = i>- — ac, ^Mj = bc — arf, 7'=:C“ — bdj 

et F le covariant cubique 

F = (A, B, G, D)(:r, y)^ = {acc^ H- ‘ 2 .bxy-{- cy^) (gx ry) 

— {bx--\- 2 cxy -H dy-){px -h qy)'-, 

on a ce theoreme algebrique : 

fj expression la plus gendrale des formes cubiqiies ayant le 
me me co variant quadratique est 

F == ff uF, 


(^ ) Cette Lettre rdpond a une Lettre de Cayley ins6r6e aussi dans le Tome I du 
Quarterly Journal. E. P. 
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t et u sattsfaisant a V equation 

• A = — pf^ 

Ceia pose, et introduisant iiiie division eii ordres des formes 
cubiques, basee sur la division en ordres des formes quadra- 
tiques cp, j’etablis ce lemme : 

Si's> appartient a Vordre P. P., ^ et u devront etre entiers pour 
que les coefficients de F soient entiers comme ceux de la pro- 
posee. 

Voici la demonstration : 

Soil F = (A, B, C, D)(^, j/)'*, on aura 

a = ajJ -h A Wj b = H- B zi , c = -h G ii, cl = -t- D w, 

ad — bc-\~ ch — Z5?a = 8 Azz, 
aD — bC -h cD — dA = 4 

done 8 Aa, 4 sont entiers. 

Je joins ensuite a requatiou 

d. — at ku 

celle-ci 

^ a — /? b = A ^ -h a Azz ; 

il (uiresultc, pour ddnominateur commun de t et 

k^—a'^^=pK 

Or, on peut supposer que Ton raisonne sur /, ou une trails- 
formee de /, telle que le coefficient p du covariant cp soil premier 
a A et impair, comme le fait souvent Diinchlet. Trouvant done 
4 A/ = entier, p'^ t = entier, je multiplie par \ et p pris tels que 
4 A7 v- 4-^^ [A = I et j’ajoute, etc.; de meme pour a. 

Voici done, si A est positif, une infinite de formes a coefficients 
entiers, qui ont un mdme covariant cp, a savoir les formes 

F = ^/-hwF, 


t et u satisfaisant a Pequatlon t - — ku-= i . 
Or, je fais dans F cette substitution 


(I) 


j ar = (T -f- gU)X'-i-'cUY I 
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et en ecrivant pour abreger 

(t -f- u \/a)(T -H U v/a)^= t -i~ u \/a, 
je troll VO pour rcsiillaiiL 

d’ou je conclus aisenieiit que toutes les formes tf -h qui 
correspondent aux solutions en nombre infini de Tequa- 
tion — \u'= 1 5 se ramenent, par la substitution dont il s'agit, 
a celles oii ( est line puissance inoindre que 3 , de la 

solution fondamentale t -|- uA. Voici done seulement les formes 
non equivaleiites qui donnent le meme covariant o : 

b /. 

ir. 

HI. ( T- -f- A’j- )jf‘ -}- z’j F . 

Je les dis non cquivalenles, car, s’il y a im moyen de les irans- 
former Pune dans Fautre, comme elles ont toutes meme covariant 
quadratique cp, ce ne pourra etve qu’en employant les substitutions 
qui changent o en lui-memc, e'est-a-dire les substitutions deja 
considerees (i) et dont on a vu Feflet. 

Le cas oil le coefficient q est impair me semble pouvoir se traiter 
de meme; mais, occupe en ce moment d’une autre recliei'chej je ne 
me sens pas le courage necessairc pour Fentreprendre. 

JJecevez, Monsieur, Fassurance des senlimenls de 
votre tres devouc 

C. H. 

P.-S, N’y a-t-il pas quelque chose a completer dans cettc partic 
de votre methode oii vous dites : «... ayant trouve 

(A, -B, C)(S, r,)2=(A, ~B, G)(?ir^iiyb 

ce qui irnplique que et soient des fonctions Uneaires 
de yj » (^). Pourquoi? 


(^) Quarterly Journal, t. I, 1857, p. 86 . 



EXTRAIT D’UNE LETTRE A SYLVESTER 


SUR LES SOLUTIONS DE L’ EQUATION ax-^hy==n. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. I, 18)7. 


Je voiis reiioiivelle, et avec plus d’instance, la deinande que je 
vous faisais dans ma derniere lettre, de me parler en detail de 
votre decouverte du nombre des solutions entieres et positives de 
I'eqnation 

ax by -T- c ^ -i- . . , = /i. 

Ij'interet que vous me marquez avoir pris a cette question m’a 
engage a m’en occuper, et sans ^tre sorti jusqu^a present du cas si 
simple de Tequation ax by = /z, j’en ai vn assez pour etre con- 
vaincu qu'elle est eflectivementtres digne d’attention. En attendant 
que vous me communiquiez vos formules generales, void de mon 
cute ce que j’ai rencontre. Me proposant d’abord de d(^terminer 
par une methode directe le systeme complet des solutions entieres 
et positives de Pequation ax -f- hy=. a (oii a et b sont positifs el 
sans diviseurs communs) j’opere comme il suit. Je remarque, en 
premier lieu, qu’on a 

ax < 71 , by < /?, 

ce qui conduit a faire 



etant les plus grands nombres entiers contenus dans 
et les nouvelles indeterminees et r' dev ant ^tre neces- 

a b 

sairement positives, comme les premieres x etjp. 

Substituant etfaisant, pour abreger, 



a et p etant positifs et respectivement moindres que a et il 
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vlent la transform ee 

ax' -I- hy = n a — p = 


ou n est remplac^ par /i^, quantlte plus petite, niais certameinenl 
positive, car aiitrement la proposee ne serait pas resoluble dans le 
sens que nous entendons. Gontinuons en faisant 



on aura cette nouvelle transformee 


ax” by” z=z n' —oi ' — p'=: jf. 


Repetant les memes operations, et posant d'une maniere gene- 
rale 

- E j — y‘ = E j — 

fli — Of/ — 


on aura la transformee du rang f-f- 1 


_j_ l^yM ^ 

(lout les indetennim^es sont liees aux indetermmees primitives par 
les relations 


cr = 





\ a J 


sorte de ddveloppement en suite convergente, puisqueles nombres 
A2, n'^ ff, . . . vont toujoiirs en decroissant. Mais ces nombres, si la 
proposee est eflectivement soluble, sont positifs et ne peuvent 
diminuer ind^finiment; ainsi, ajpres un nombre fmi d’operations, on 
en trouvera ndcessairement deux cons^cutifs, et par 

exemple, ^gaux entre eux. Or cela entraine a^-+-P^=o et, par 
suite, a^*= o, o, puisque toutes les quantiles a et ^ sont posi- 
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lives; il s’ensiiit qiie 



c’esL-a-dire que ii^ est iin multiple de ab^ a et b etant premiers 
entre eiix par hypothese. Soil n}= co^zi; la transformee de ran^- i 
(qiirse i^eproduirait identiquement dans Jes operations^ si on les 
continuait) aura cette forme 

ax^-^ hy^= mabj 

qiii montre que Ton doit faire 

Oil q et Vi sont des entiers et satisfont a la relation 


Voici done les expressions analytiques de loutes les solutions 
eiitieres et positives de Fequation proposee, 



en attribuant a ? et vi les to -h i systemes de valeurs qui satisfont 
a la condition |-(-vi = co. C’est Lien evident, car la totalite des 
solutions (entieres et positives) d’une transformee du rang quel- 
conque i s’obtient par les formules ci-dessus 


ou et doivent etre des solutions positives de la trans- 
formee suivante-, et toutes celles-ci doivent etre employees sans 
exception, aucune d’elles ne pouvant conduire a des valeurs 
negatives pour car elles onl respectivement pour limites 

s up eri cures 


et Ton. a 


< ni. 


Les expressions (A) me semblent d’un calciil arithm^tique plus 
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facile que celles que ron. tirerait cle la metliode si conniie d’Euler 
oil de Lagrange. Au fond, cette methode revient a joindre a Vequa- 
tion proposee ax by =. une auti'e d x -f- V y =t \ t etant une 
nouvelle indelerminee, d et b etant dediiits par les fractions con- 
tinues de a et de maniere que ab ' — bd = i. De ces deux equa- 
tions on lire 

x = nb ^ — bt^ y z=z at — nd^ 

et il faudrait en dernier lieu determiner les valeurs de t qui rendent 
X el y positifs. Mais j’en viens a la determination de co; je me 
fonde a cet effet sur cette remarqiie tres simple, qu’en appliqiiant 
ma methode a requation ax -f- = N, oii N = /i -}- kab^ k etant 

iin nombre entier, on trouve la serie N", correspondant 
parfaitement a la s(§rie des nombres //, n\ de sorte que Ton a 
to uj ours 

N' == /i'h- kab^ N" = ji^' kab^ etc. , . 

Ainsi, lorsque Ton sera parvenu a la limite des opc^rations, e’est- 
a-dire lorsque d= loab^ N^* sera (cd -]- k)ab; le nombre des solu- 
tions entiercs et positives de la nouvelle equation est done egal au 
nombre des solutions de la premiere, augmente de k. Cela pose, 
designons par m le plus grand entier contenu dans et falsons 
n = wab-\-y^ CO sera evidemment egal a nj plus le nombre des 
solutions de I’^quatioii ax by — y, Mais si cette equation est 
possible, comme v-est inferieur a ab^ I’application de ma methode 
conduira pour derniere transformde a q-}-Yi = o, qui n’admct 
^pi’une seule solution, ^ = o, Tj=:o; ainsi Lo = m ou iir-l- i, suivant 
que requation ax^by = y est impossible, ou possible, en 
nombres en tiers et positifs. 


l^ain-cle-Bretagne, 12 juin. 



SUR LA THEORIE 


DE LA. 

TRANSFORMATION DBS FONCTIONS ARELIENNES. 


Comptes rendm de V Academic des Sciences, t. XL, i855. 


I. 

En representant par ox un polynome du cinquieme ou cl ii sixieme 
degre en et posant 



on sail, par les travaux de Gopel et de M. Rosen Lain, qiie x y 
et xy s’expidment par des fractions dont le numerateur et le deno-t 
minateur sont des fonctions des argujnents u et qui ont line va- 
leur imicjue et finie pour toutes les valeurs finies reelles ou imagi- 
naires de ces arguments. Ces illustres geometres ont en meme temps 
donne, sous une forme analogue, Fexpression analytique de treize 
autres fonctions de a et de c qui dependent alg6briquement, mais 
d'une maniere irrationnelle, des deux premieres. Comme elles sont 
atissi a sens unique pour toutes les valeurs finies des arguments, il 
est impossible de ne pas les conserver dansle calcul, et le systeme 
complet des quinze fonctions se presente, dans Fetude des trans- 
cendantes abeliennes du premier ordre, comme s>inamu^ cosam u 
et Lamu dans la tlieorie des transcendantes elliptiques. Je ddsi- 
gnerai ces quinze fonctions par f^{u, v), 
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et par /(w, p) Pune quelconque cPentre elles. Semblablement, je 
iiomiiierai {u^ p), p), . . <0 les fonctioiis de menie 

nature auxqiielles on parvienclrait en pi^enant pour point de de- 
part les equations 




f a -h 

Y H- 5^ 

s/ 



-V,, 

dx -t- f dx ■■ 

yy. V 


: u, 


oil a, [i. y, S soul des coiislanles et iin polynome dii cinquieme 
oil dll sixieme degre en x, Maintenant je poserai, coniine il suit, 
Ic probleme de la transformation des fonctioiis abelieniies du pre- 
mier ordre : 

Le poly name ox etant donne, deierminer les coefficients 
de et Les constantes a, [3, y, o, de telle sorte que les quinze 
fonctioTisF{u^ e) ptiissent s' exprimer rationneUernent par les 
quinze fonctions f{ii^ v). 


II. 


On sail que les fonctions sjinetriques rationnelles de xety^ de- 
llnies comme fonctions de u et p par les (equations (i), possedent 
quatre paires de periodes siniultauees, et que ces ptunodes, on au 
moins leurs doubles, appartiennent aux quinze fonctions /(?/, p ). 
Ainsi, en designant par les lettres o) et u les indices siniultanes de 
periodicite, on aura quatre relations de cette forme 

/( II H- 0)0, P -f- Uo ) =J‘i u , r ) T 

e), 

y( aH-t 03 , p -f- U;j ) — jTi (’). 

Mais il existe entre ces periodes, telles qu'on les tire dii calcul in- 
tegral, line liaison exprimee par Pequation suivante : 

( 3 ) coq ’J3 — 103 Uq ”1-0)1 ’J2 — '-^1 = e. 

Et si Ton nomine Q/ et Yi les quantites analogues a 10 / et u/, dans 
les fonctions F(?/, p), on aura de meme 


(4) 


tiy 1^3 — Vq “+“ 1 2 lij \ 1 — O . 
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Cela pose, si Ton deinande que les fonctioiis F(w, s’exprimenl 
rationnellement paries fonctions /*( w, (^), il faudra evidemmenl 
que les periodes simultaiiees o)/ et u/ appardemient a F, et soient, 
par suite, des sommes de multiples eiitiers des periodes 0/ et 1'/. 
On devra done avoir ces relations lineaires a coefficients entiers, 
savoir : 

COq = CCq Qq -f- CL\ Qj -H Ct<i Oo “4- €1% Uq = 1 q -f- Ct\ 1 i-f- 1 2 “H ^^'3^ 3? 

tOj = ^>0 00"+* ^1 ^-1 ^2 H~ Q3, 'j| = Z>o 1 0 -j- hi 1 iH- ^2 ^ 2 H" ^3 ^ a? 

CO2 = Cq Qq H— Cl QiH- C 2 i^2 ■+" C3 Q.}, Uo = Co Tq H— Cl 1 [H- C-2 1 2 "+" Cj 1 3 , 
Ci->3 = <^o ^^0 ^i"^" ^2 ^^2 "+■ ^3 -^35 ^3 = ^^0 ^ 0 “t” 1 i-+- C?2 ^ 2 “+" <^3^3* 

Mais, a cause des relations (3) et (4), on voit que les nombres en- 
tiers qui coinposent le systeme lineaire 

i ao ai 

h\ hi hi> Z>3 

Co Cl C2 C3 

d'o di dz 

ne sont pas entierement arbitraires. L’etude aritlimetique des pro- 
prietes de ces systemes particuliers de seize lettres, qui vient ainsi 
s’offrir, a ete le point de depart de mes recherches et m’a donne 
les resultats suivaiits. 




IlL 

En premier lieu, et pour satisfaire a la relation 

tL)o’J3 — WsUo -h COi U2 = O, 

sous la condition 

.^ 0^3 — O3I 0 *-}- ^2 — Qot'l =0, 

il fauL poser les equations ( ^ ) 

i ^o di -4- ^>0 Cl — ' Co bi — d^ai — o, 
ao c?2 -H ^0 C2 — Co b% — 

( 7 ) ^3 bo Ci — Co b^ — d(^ ” ctid-i ■ 4 — bi b^ — di <22, 

( ai dz - 4 - C3 — Cl bz — diaz = o, 

<^2 dz - 4 ~ Cz — C2 bz — d^, dz = o. 


(^) M. Hermite suppose ici implicitement que les fonctions abeliennes sont 
generates. Il le dit d’aillcurs explicitement au § XIV. E. P. 
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dz — Co ^3 — <^o ^^^3 = d^ -H Z),C2 — Cl ^2 — di «2 = /r; 

on aura les propositions suivantes : 

i‘' Le determinant de sj’steme lineairc (6) est iin carre parlait, 
a savoir /c-. 

2^^ Si deux systemes lineaires sont souinis aux conditions (7), on 
obtiendra, en les composant, un nouveau systeme lineaire, pour 
lequel elles auroiiL egalenient lieiu Et en exprimant la relation de 
composition par Pequation 

cti a-y as \ /' ao a, a., a.^ \ ^ Aq Ai Ao A3 \ 

^0 h fii .B3 l__j Bo Bi B. B3 f 

1 c'o Cl C2 C3 f j Yo Ti Yi Ys ( ] ^^0 Cl C2 G3 f ’ 

\ cLq di d± d'S ] *^1 ^2 ^3] \Bo Di D2 B3] 

on trouvei'a, si Ton pose comme precedemment, 


«o <^3 H- Cz — Co bz — <r/o CI3 = di -1- — Ci — d^ cu = k, 

^0 03 -+- ^0 Y3 — Yo p3 — Oq as = ai 0-2 -h- ( 5 >i ^2 — Yi P2 — Oi a2 — >c, 

Ao D 3 H- Bo G 3 — Go B 3 ~ Do A 3 = Ai D, Bj G 2 - Gi B 2 — A. = K, 

r equation 

K = kv., 

30 ^ _ j ^ aura done K = /r; alors je definirai comme equi- 

valents les systemes 


[ 

ay 

CH 

az 


Ao 

Ai 

A> 

A3 1 

1 ^0 

by 

b. 

b, \ 

et 

1 1 


Bi 

B2 

B3 

j ro 

Cy 

C-y 

C, 

c„ 

Cl 

G. 

C3 

1 <^o 

dy 

dt 

ch ! 

1 1 

Do 

Di 

D. 

D3 ] 


Cela pose, lorsque k est premier, le nombre total des systemes non 
equivalents est 

I — H k — H /?“ -4“ k '^ . 

4"^ Ces systemes non equivalents sont represen tes par ces qualre 
types, ou les lettres i desig-nent desnombres entiers arbitrairement 
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|>ris dans Ja serie o, 1,2, k — 1 : 


1000 
0100 
o o /c o 
000 /i 


I 100 0 

1 o /: i o 

H 

I O O I o 

1 o o o /c 


m 


k i o 
o I o 
o o k 
o (► o 



k o i i! 
o k i" i 
o o r o 


5'* V J’an cjuelconque d’entre eux correspond Loujonrs uii autre, 
<‘l nu seiil, tel qii’en les composant, on obtienne le systeme 

i k o o o \ 

o k o o f 

( o o k o p 

000 k ) 


<>u nil sysLeme (kjiiivalent a celui-la. 

()*' Soil 

/ .^0 a 2 <<3 

) b„ b, b, ba 

Co Cl C2 C3 

do di d^ ds 

nil nouveau sysleine lin^aire, pourlequel on ait 

cio ds by C3 — Co bs — do Rs = Ri do * 4 " b 1 Co — Ci bo — di ao “ ^ * 



( >11 pourra representer dans toute leiir generalite les systemes 
(‘.orresjiondant a iin nombre premier /r, en faisant, et dans I’ordre 
<|iii est indique, la composition suivanle : 



a,) ai aa as \ 

1^0 Pi P 2 p3 f 

Yo Yi Y2 7 -j t 

•S 'S "N ''I 

Oq 0 i . O 2 ^3 / 


IV. 


Les propositions qiie je viens d’enoncer montrent avec Evidence 
(pic les systemes lineaires composes de seize elements assujettis a 
verider les equations (7), sont entierement analogues aux systeme^s 
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tkans1'’0«mati0i\ des foxctions abelienxes 

lineaires a qiiulrc lettres | | (')• Les considerations siiivantes 

rendront cetlc analogic encore plus manifeste. Je rappellerai 
• d’abord ce que M. Gauss nomine substitution acljointe a une 
substltulion donnco. Soil, par exeinple, la substitution S, entre 
qiialre iiidelermini'es 

IT = rt 0 X H- Y -+- Z -f- r , 
y — X -h Y -H 62Z -i- 6:}U, 
z = f*o X -1- Cl Y 4- C2 Z -f- C3 U, 

(I ~ X -f- c^i Y -{- c/2 Z -f- U . 

et A le (JetorminaaL dii sjsleme 


"(I 

0 | 

a-i 

03 

b. 

b. 

h. 

b, 

Co 

C\ 

C-i 

C 3 

d. 

d, 

d. 

d3 


la subs titu Lieu S iidjoiute a S sera 


— Y — 
^ dax 


r/A 

db^ 

d^ 

dc(^ 

d\ 


dA 

dbi 


d\ ^ dL _ 

-j- 3-h 

dci-> dci% 
d\ 3 dL 

db3^' 


_ d\ ^ d\ \ d\ 
-y- 3-+-— 


dc\ 


dc^ 


dcz 


^ dA dA ^ dA 

dd\) ddi ddn «W3 


Mais e’est seulement en vue de la th^orie des formes quadratiques 
a plus de deux ind6t,ermin6es que M. Gauss introduit cette notion, 
car une substiuuion entre deux ind^terminees etant 

X = CtoX-H C^iY, 
r = 60X4- 61 Y, 


( ^) Voyez sur les systemes lineaires une Leltre que in’a adress^e M. Eisenstein 
{Journal de M. Liouville, t. XVII), et dans les Comptes rendus de V Academic 
de Berlin (jiiiti 1802 ), un article du m6me g6ometre, intitule: Uber die verglei- 
chuTig von solchen teriiiiren guad/'alischen Fovmeiij welche verschiedene de 
terminanten haben. 



1 ) = — ai-I -+- ao^Jj 

et iJ esL visible qii’oii passe de la premiere a la seconde en faisant 
x = X = l), 

y = -v, 

Or line propriete toiite semblable appartieiit aiix sabstitutions 
a quatre indeterminees, dont les coefficients verifient les equa- 
tions (7). Alors, en elTet, la substitution adjointe S se dc^duit de S 
en faisant 

a; = \\, .r=3, 5 = — 1), u = 

X = ytl'l, Y = k 3 , X= — y^i), U=-AJ. 

Ce resultat decoiile de ce qu’on pent remplacer le systeme des 
equations (7) par le suivant : 

ciob^ -H — a^Oi — ciz 60 = (), 

«o C 3 4- — a^iCi — a-iCo = o, 

«o di — a^do =• /c, 

hoc-i -\-biCi — biCi — 63 Co = k, 
bo d'i bid< 2 , — b^ di — 63 ^0 = 0 , 

Co c/o 4 - Cl — Ct dx — C3 = <4 


qui lui est entierement equivalent. 


V. 


Un dernier lemme nous reste encore a etablir avant d’aborder la 
iheorie de la transformation des fonctions abeiiennes. Soit 


/ = 2 

I’expression generale d’lme forme a quatre indetermin^es, les coef- 
ficients v^rifiant la relation aij = aj^i et le signe^ s’etendant 
aux valeurs o, i, 2, 3 des deux indices. En ^tablissant enlre les 
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coefficients de ceLLe forme les equations suivantes : 

^^ 00^23 ^0 3 ” 2 i 

«00^'^2a -+■ <^22^01 ^02 (<^03 -t" ^'<^ 12 ) = O, 

<^11 <^23 t^ 33^01 <"^1-2 -r- <To;} ) = O, 

^^00 <^13 — <^11 <^02 -+- <^01 (<^^'12 — <^03) “ O, 

«22 ^‘13 ^33 ^^02 ^23 (^^12 ^^03 ) — O J 

elle jouira de cette propriete que, la forme adjoiiite etant designee 

par 

i(Jo, -Ti, .To, JTa), 

on aura 

f(^ 0 , ^1, ^- 2 , ^3) = i( Jo, Jl, J2. J3), 

en faisant 

a:.-o = \/oJ 3 , ^•l=s/^J2, — J'y = — v/'-J Jt 3 . 

La quail tit(5 S est donnee par la relation 

^^00 ^33 <^0l ^^23 ^02 ^13 — = ^11 <^22 ^0 I ^^23 — ^02 ^13 — <^12 ~ 

et son carre est precis^ment I’invariant dc 

De la resulte facilement la proposition suivante : Soit 

line transfonm^e de /, obtenue par la substitution llneaire 

.r,) = ^XyXo -f- C/iXi - 4 - <^^2^2 H~ ^-^3 X3, 

, 7 ’ I = 6() Xq -1— di \i -H 1^2 X2 H~ ^^3 X3, 

.7‘2 = Cy Xq -i- Cl Xj H- C2 X2 -h C3 X3, 

^'3 — ^0 Xq H- ^1 Xi -h <ri?2 X2 -+- X3, 

dont les el(5ments verifient les equations ( 7 ), les coefficients i\/ 

seront soumis aux memes conditions que ceux de la proposi^e. 
Ainsi, on aura 

Aoo A33 — A§ 3 = Ai 1 A22 — A J2 , 

Aoo A23 - 4 - A22 Aoi — Ao 2 ( Ay3 -f- A12) == Oj 

All A23 A33A01 Ai3( Ai 2 -h Ays) = O, 

AyyxVis All Ao 2 - 4 - Ayi ( Aj 2 Ays) = O, 

A22 A 13 A33 Ay2 A 23 ( A 12 — Aya) = o, 
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et enful, si I’on pose 

•^ 00-^33 Aq ^ A23 A 02 Ai3 — Aq 3 = Aj 1 A22 ”1“ Aoi A23 — Ao2 Ai3 — A J .-) = A, 

on obdendra 

A = A-2o. 

Ce resultat montre qti’on peutisoler en quelqiie sorte les formes / 
des formes generales a qiialre indelerinin^es, pour les comparer 
entre elles par les substltudons sp^ciales que nous avons definies. 
On poiirra ainsi se poser sous ce point de vue le probleme de r<^qu l“ 
valence arithmetique de ces formes, etablirla nodonde classe, re- 
clicrcher les rapports entre les classes distinctes qui correspondent 
a line m^me valeur de 0 . Dans un Memoire public dans le Journal 
de Crelley tome 47, page 343, j’ai ddja donne un example d’une 
tlieorie aidthm^dque concue de cette maniere, et cjui se rapporte ii 
des formes a quatre indetermindes d’une nature analogue a celled 
des formes binaires. Mais il me suffit ici d’avoir donn^ la notion 
des formes y, dont on va voir le role important dans la theorie des 
fonedons abeliennes. 


VI. 

Les propriet^s des fonedons de deux arguments analogues a la 
transcendante 0, que Jacobi a introduite dans la theorie des fone- 
dons ellipdques, etant la base de nos recherches, il est necessairc 
que nous les rappelions en pea de mots. 

Soit d’abord 

Vo.rH-rijK) = i(;r, jr), 

en ayant egard a la relation 

^0^3 — ^3 ^ 0 + — 1Q2 = (), 

on troiivera qu’aux periodes simultanees de F, representees par 

Fq, 

V 3 , 

correspondent respectivement dans la fonedon transformee iT, les 
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6riodcs 


per 


oil I’on failj pour abivger, 

0 ,V, — Qir 3 


F , 

o, 

H, 


G', 


G: 


OoVi — QiTo 


H 


G, H, 

^^2^1 — QjV. 


Q^r. — Q,V, 


OiVo — Qo^'i '' Qu^'i—OiVo 

Ccla pose, designons par la forme quadratique 

+ 2H xy -h G'jr^, 


ct soil 


( 8 ) 0 (iT; y ) — 2 ( — i)mrj-^np eiTt[(2m+[j,)x+(2rt+v)j]-}-|/7:4)C2/«-f-^,2/2-+-v) j 


la soiumation s’etendaiit a Louies les valeurs entieres de m et n, 
depuis —00 a 4 -^. En atLribuant aiix quantites /?, p, v Louies 
les combinaisons possibles des valeurs o et i, on obtiendra les 
seize fonclions par Icsquelles Gopel et M. Rosenhain ont exprime les 
iiLimeralcurs et Ic dcnominateur commim de j)/), . . 

ifi 5 {x^y). Ces fonctioiis, que nous reunirons dans ime meme forme 
aiialytiqne, en gardant les quantites /?, <7, p, v, verifient, comme 
on le recoiinait tres facilement, les relations suivantes : 

e(rr H-i, 7) = ( — I)IJ'0(^, 7), 

0 ( 5 ”, 7 H- t) = (— 

0 (.r -H II, 7 H- G') = ( — \)P 0(a7, 7) 

-h G, 7 -+- 11 ) = ( — lY 0(^7, 7) e-i7i:(2j:+G). 



Etj reciproquement, ces relations determinent la serie (8), sauf un 
facteur constant; qu’on suppose, en effet, 

^(x,y) = A/// ;i( g/7r[{2;«+pJ^+(27i-i-v)yl+p*7t‘l>(2m4-ji,2«H-v)^ 

on trouvera, en svibstituant, que les deux premieres sont satis- 
faitcs, quel que soil et les deux dernieres donneront, en ^ga- 

lant dans les deux membres les coefficients des memes exponen- 
l idles, 

= A/n,n i 
A/;2-f-J,/2 = 

d’oLi il suit bien aue le coefficient A^./z est un facteur constant. 
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La forme qiie nous avons donnee a la serie (8) met egalement 
en evidence la relation 

(lO ) e(x, r) = g/ 7 rqj..r-t-vj)+l/ 7 C^(|j!.,v) 0^^ ^ [i.G- 4 - V II + y ^ ^ '± _ P 

en appelant pour un instant 0o celle des seize fonctions dans la- 
quelle /?, p., v sont tous egaux a zero. On volt par la qu’en aug- 

inentant les arguments de demi-periodes, on pent anssi exprimer 
les seize fonctions par Tune quelconque d’entre elles. 

Enfin nous ain'ons cette propriete 

( [ I ) ©( — 5", — y) — Q (.r^ y), 

d’oii resulte que les fonctions impaires correspondront aux valeiirs 
de /K q, p., V, qui donneront 

/>v -4- ^ fji ~ r ( mod 

Ces fonctions. comme Ta deja remarque Gopel, sont an nombre 
de six. 


VIL 

Ces preliminaires etablis, nous aborderonSj comme il suit, le 
probleme de la transformation. 

Soit, en conservant les notations da § 111, 



Cfl 

a 0 




bo 


^0 

Cl 

Co 

Cs 

do 

di 

d2 

dz 


un s^’steme lineaire, dont les elements sont des nombres en tiers 
qui verifient les equations 

aodi-^boCi — co^i — c/orti = 0, 

ao do H- bo Co, — Co ^2 — d^ a.o = o, 

d^ 6o C3 — Co b;i — 
a I do -i- hi Co — Cl bo — di cto = /v, 

a , r/;, biC3~ C] b^ — di = o, 

O od-^ -f- C3 — Co 63 do Cf 3 = o. 

Pour abrdger Tecriture, representons un instant par Zi la fonc- 
lion lindaire ciiX hiy^ i designant Tun des nombres o, i, 2 , 3, 
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et posons 

e(zo^ G53-+- H53-+- 

on aura ce the ore me : 

La fonclion y) satisfait d ces equations de metne forme 
quc les equatiojis savoir : 

I II ( .r H- I , y ) “ ( — I )ni l\ ( x, y ) , 

JK H-i) = (_ i)n nf:r, j), 

I n(ar -h A, y -+• ) = ( — n (^, y) 

\ n(.r H~ -h /i) = ( — i)‘l n (rr, y) e“-i7t/.-(2.r-h^-)^ 

el si Von represented pour simplifier, les quantiles aib] — cijUi^ 
aiCj — cijCid • • •? valeurs de g, h, 

el de A- — gf seronl 

^ ^ {dh)n •+■ Ollj)u G -H oddb)^., H -+• (^/^)o2G'4- {db)r,{ GG^ ) ^ 

I ® (aZ)}^ii-}- (ad):}iG 4- ‘A(al?)o-sH («/>)o2G'-!- (af5)2:j(G=^— GG'}^ 

\ . (adjo j -j— { ed ):)i G -h~ [‘2{o?^/)()3 A'j H -h (ad)^)^G'-h(ad) 2 s(^^^‘ — GG) 

( )oi -T- (cilj )3i G “1— 2 (<t.( 5 )j 3 II -+" (nd)() 2 G -t- (cib) 2 -i(d^^ — GG ) 
(o^c)oi -e- (ctc):\\ G 2 ( cic\)^ H --\~ (ac) >2 G^-i— (ctc^^z (H- — GG ) 

(ab):iiG h- 2 {al))o^H -h (a/>)j2G'H- {ab) 2 -i{U- — GG' )' 

(cd jo 1 H- ( cd );\ I G — |— '}. ( cd )[)% If H- (cd)Q2 G -+- (c<^^)23GI “ — G G ) 
{cib)Di-\- (a6);jiG-H 2 ((.(by^ 11 -h (a^jo^G’-f- (c^6j2;i(ll~ — GG ) 

On aura enfin, pour les nombres entiers ill, U, p, i], les ex- 
pressions 

/ m = (jL^o -+- V ai -1- pa^ -1- qa^ + «o a-i ~h ai ^2, 

] 11 = [i. b{) -H V bi H— pb’i “+■ q b^ ^-• ^0 63 H- b^b^d 

(t5,) 

J p =_:^ IJ.C0 -i" VCj H~-^C2 -4“ qC’j -H C0C3 Cl 6*2, 

\ I) = |j. do -f- V di — 1 - pd'i -f- qd-^ -+- do d-^ H- di d^* 

Nous ajouLerons comme corollaire a cc Lht^oreme, qii’en r^soG 
vant les Equations (i^)? rapport aG, H,G^, H- — GG^, on ob- 
tient 

/ Q (c <"/ )|)2 ■+• (<TC)o 2 ^ ^(bc)o‘ib -h (db)o 2 t^' -'r- (ub)Q 2 (ld — rttt' } 

1 “ (cd),:i-h(ac),3,q -H 2{bc).nJi -}- {db)2^g' ■^\ab)2^{h^--- gg f 

\ _ (cd)i2-\- (ac)^2g‘-^ [2(bc)i2— k]h (db)i2 g -h (ab)i2(ld— gg') 

j (cd). 23 ~-]- (ac) 23 g H- 2 (^c) 23 /i ~l- (dbj.^g'-i- {abj^iili - — gg') 

1 C' = -H 2(/;c)3i h H- (db):u g' (aby.u {IP— gg') ^ 

I ■’ (cd) 23 -h (ac) 2 :ig 0 .{bc) 2 zh. {db}.n g' {ab)23{/e^ — gg'f 

I H2 -- GG' - 2 (bc)oi/i -{-(db)oig'~j~ (ab)oi(/i^— gg') ^ 
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Les resullals que je viens d’enoncer nieltcnt immediaLemeiiL eii 
evidence la methode que j’ai suivie dans la question de la transfor- 
mation. Cette metliode, bien naturelle et bien simple, consiste a 
introduire le systeme de seize fonctions 9, analogues a 0, mais 
dans lesquelles G, H, auront ete remplaces par A, ^ puis 
a employer les relations (i3), pour exprimer IT(,r, y) par des 
eombinaisons entieres et liomogenes de ces seize fonctions. Eii 
elfet, on voit de suite que le facteur exponenliel 
etant independant des quantites /?, p, v, disparaitra dans le 
quotient de deux fonctions differentes n(.r, j/), qui correspondent 
a deux systemes distincts de valeurs de ces quantitc^s. Or, ces quo- 
tients representeront les quinze fonctions £ aux arguments 
i;,, -b G j 33 -{- j exprimees rationnellement 
par les quinze quotients provenant de la division de deux fonc- 
lions Mais avant d’exposer cette methode, nous avons a 

appi'ofondir la question suivante, qui mcrile iin examen attenlif. 


VIll. 


La fonclion 0(^, >'), etant seulement definie par la serle 


Ic-O 


jn q +71 p gZTC[(27;z (S/z -!- v) y] -h -J iTZ <I> (2/n -+- -t- v ) ^ 


ii’a d’existence qu’autant que cette serie est convergente. Or, cu 
posant 


G = g„-!-ig, H = G'=gi+ig' 


11“ — GG^ = CDo “4“ i CDj 


on trouve que la condition necessaire et suffisante de convergence 
consiste en ce que la forme quadratique ((J, /), Cf) soit definie et 
positive. II est done indispensable, lorsqu’on introduit le systeme 
des fonctions ^(x^y)^ de s’assurer si la condition analogue, I'ela- 
tive aux elements g^ A, g'^ se trouve remplic. Ainsi, en posant, 
pour mettre encore en evidence les parties r6elles et les coefficients 
de f, 

.’^ = 00-1- 25, = ^'= 0!)-+- A2— = troH- til, 


nous avons a reconnaltre si la forme (g, I), g') est elle-meme de- 
finie et positive. 
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A cet efiet, j ’ill trod uis la forme suivante a qualre indeterniiiiecs 

/{Xq, ^1, x-a) = ^]' H — H -H — Qq CD):r| -h ((jCDo — (j*o® 

— 9. 5 ^ ( (fi 5 -- ^0 •'^2 — ( (/of; — {) 5 o ) ^*1 ^3 

— a/CD^O— 0 — y?!l)^l-^ 2 “- 2 (/)f)o— (jo(|')^0^3, 

CL je represente par D]L le module du denominate ur commun des 
valeurs de g, h, g'\ dans les equations (i4) du § VII, de sorte que 

Ole- = [(rt^)oiH" (<^^^)31 ()0~1“ 0 •+• )o2(j0 ®o]“i 

-h \^ab)i\ ^ l{ab)Q^ f “l “(^^^)82 (f^^)23^]"* 

Cela fait, on aura les lli^oremes exprimes par les I'elations sui- 
vante s : 

-= bix — aiy, b^x—a^y), 

Comme la seconde montre que les determinants 1)- — f - — CJQ' 
sont de meme signe, il suffira de prouver que I’un des coeffi- 
cients Q on est positif, pour etre assure que (fl, 1), Q^) est nne 
forme d^finie et positive comme ((j', f , (f ). Par la on se trouve 
amend a la considdration de cette expression remarquable 

f(Xii,XuX2,Xi) 

qui prdsente le type gdndral des formes a qualre inddterminees 
dont j’ai donnd prdeddemment la notion (§ V). Ainsi, en ddsi- 
gnant la forme adjointe par f(-To, A'l, 3:o, it”;}), on a cette proprietd 
caraetdristique que f se change en t par la substitution 

:ro = . ,r, =r. 

X2==^ (f;2 gg' ) aq , .r, = ^ ay - ejej ' ) jo- 

De la rdsulte une analogie tres grande avec les formes binaires; 
an point de vue algdbrique, par exemple, on reconnalt qu’elles 
sont i^dductibles par des substitutions rdelles a I’une de ces trois 
especes : 

(D xj-hXf-i-xiH-xi, 

(II) -^X5~.Xf-X|-X2, 

(III) X5-i-X2~Xi-x|, 
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mais seulemenl a Time d’elles, de sorte qu’on doit exchire celles-ci : 
±(X3-+-Xf-+-X|-^xi). 

Mais je n’insiste pas davantage, en ce moment, sur cette analogie, 
et je vais, en appliquant les formules connues, montrer que f 
appartient a Tespece (1). II faut pour cela calculer les invariants 
des formes /(^oj o, o), /(^o? o)j enfin rinvarianl 

de / elle-in^me. Ces invariants sont respectivement 

En y joignant Funite et le coefficient de x\^ on forme ainsi la suite 
caracteristique 

■, ff', 0''(gg'-5^r- 

Or cette suite ne presente que des permanences^ puisqu’on admet 
par hypothese que (j, — f)- sont des quantites positives. 

De la resulte que la forme / est reduclible par ime substitution 
reelle a une somme de quatre carr^s; ainsi les quantites 

y= Cl-U ao, ^3), 

sont bien essentiellement positives. 


IX. 


En posant 


gx'^-^'ihxy g' — cp(5^,7), 


les seize functions dont Fexistence se trouve demontree par ce qui 
precede, seront representees ainsi : 




g iTZ[\Vn -h Wi) x-f* (2rt -f- 11 ) j] ■+■ I /7r<p(2/// 4- ui , 2// H- ii ) 


les nombres m, u, p, q etant, comme [a, v, /?, egaux a z^ro ou a 
1 unite. Elies satisfont aux equations suivantes, entierement sem-* 
blables aux equations ( 9 ), et qui les definissent a un facteur con- 
stant pres, savoir : 

G(a7-f- i,jk) = (— 0(^,7 -f- 1) = (—1)'’ 0(^r, jk), 

0 (a? -f- A, y H- g’) = (— i);-" 0(a?, y) 

^{x-^ g^y ^ h) = (— i )-1 0 j/) e-/ir(2x4-^-) ^ 
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II s’agit maintenant cle les employer pour exprimer ]a fonc- 
tion n(^, )')j que nous avons definie par les quatre relations (i 3 ), 
§ VII. A cet effet, je reinarqiierai d’abord qu'ayant 

on peut joindre a ces relations fondainentales la suivante : 

n( — — y) =n(^,v)( — i)pv^q\x. 

Or, il esL tres facile d’eublir qii’en supposant k impair, on a 
pv q [± ^ pn 4- qm ( mod 2), 

de sorle qiie nous poiivons dcrire 

(iG bis) TI( — r, — y ) — \l(x^ y ) ( — 

Cela pos^, je fais abstraclion de toute autre propriete de la 
fonction n(^, y) et, ne gardant absolument que les relations ('i 3 ) 
et (16 bis), je clierche en premier lieu combien elles impliquent do 
constantes arbitraires dans la fonction qu’elles servent a definir. 
Pour cela, soit 

^ ,)pn4-qmA„, „ 

On satisfera ainsi, quel cpie soit aux deux premieres, 

v) = i—iy^Ul{x,y), \\(x, y~\-i) = .(— 0^^ U{x,y): 

([uant aux deux sulvantes, elles donncront, en coinparant dans les 
deux niembres les coefficients dcs niemes exponentielles, 

f 1 7 ) A /fi~hA-,n — A/;/ j/i , A/;j.^ w-hA- = A ; 

enfin on tirera de bequation (i6 bcs)^ cetle derniere condition 

Or les equations (i^) font voir que Lous les coefficients s’ex- 
priineront par ceux oii les indices sont moindres que /i, el qul 
sont en nombre 6gal a k-. Distinguons maintenant celiii dont les 
indices vi^rifient les conditions 

f)i ^ — fn — [x, n ^ — n — V ( mod k ), 

(jiii sont dvidemment possibles, puisque le module esl impair. 
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L’equalion (i8) sera alors ime identite, et le coefficient dont 
nons parlons restera arbili'ah'e; mais, en verlii de cetle in^me 
relation, tons les autres, qui sont au nonibre de k-—i, seront 
egaux deux a deux. De la nous tirons cette proposition : 

L’ expression la plus generate de lafonction IT (.r, j) qui esl de- 
Jinie par les relations (i 3 ) et{i& bis), renferme coefficients 

entitlement independants. 


X. 


Les considerations precedentes sont egalement applicables a cles 
valeurs paires du nombre k. Soient par exeinple, pour k — ^, les 
relations 

(19) jK) = n(^,7), n(ir,jK-i-i) = jK), 

n(^-r y^g') = y) 

Vi{x ^ g ^ y h) =11 (as*, y) e-2/7Ti2.T4-5-) ; 


on trouveraj en posant 

W(x, 


les conditions 




Done Tl(x,y) est la somme de qiiatre sei’ies delerminees, a savoir 
eelles qui se troiivent inullipliees respeclivement par les coeffi- 
<‘ients Ao, 0 5 A,^,. qui restent seuls arbitraires. Or on 

salisfait egalement aiix equations (19), en prenant pour Il{x,y) 
le carre d’une quelconque des fonctions ^{x,y). Done ces carr^s 
s'expriment lineairenient par quatre nouvelles fonctions, et de la 
se tire immMiatement la reduction alg^brique des seize fonctions 9 , 
a quatre d’entre elles, prises arbitraii'enient. 


XL 


Ln general, toules les relations algebriques et difTerentielles des 
fonctions 9 peuveni etre obtenues d’une maniere analogue. Ici ce 
sont les relations algebriques qu’il nous importe de considerer, et 
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parLiculierement celles 011 entrent d’une maniere liomogene le plus 
petit nombre de fonctions, et qui sont en meine temps du degre le 
moins eleve. Telle est par exemplcj apres les relations qiiadra- 
tiqiies, Feq nation memorable du qiiatrieme degre obtenue par 
Gopel (^) entre P', S^, V’' ^ qui se dediiisent de Pexpression ge- 
ndrale de 6, en faisant : 

Pour 


P', 

LIL = O, 

U. =: O, 

p =(), 

4 

P", 

HI, ” 

11 = o. 

P = o, 

=-■ 

S'. 

III == I , 

ll = I, 

p = r , 

c-j =:^ O, 

S", 

111 ■= I, 

11 = I, 

p =.o, 

c| = I. 


Je vais encore ^tablir I’existence de cette equation, et des autres 
du meme genre, qui ont aussi lieu entre quatre fonctions, carelles 
sont fondamentales pource qui va siiivre. 

Soil, acet effet, YI^x^y) une fonction ainsi dt^fmie 

ii(^, 74-1) = n(^, j), 

n(5" -f- h^y-Y = VI (iK", y) 

II(^ -4- y --4- A ) = y) 

En la supposant repr^sent^e par la s(^rie 

y , -^myn ^ * ) 

on trouvera, pour determiner les coefficients, les relations 

A ni -i~4 , ~ 

et si Ton veut expidmer que le developpement represente une 
fonction paire, on 3^ joindra la suivante : 

A —a ^ 

Alors les coefficients se reduisent a ceux-ci : 

AqjO: Aoj'O, ^2,01 ^2,2? A^^qi -^^0,31 Ai,!, Ai^2i Aj;,} 



(^) Voyez Tome 25 da Journal de Crelle, le M^moire de I’illustre g^ometrc : 
Theorice transcendentiuni Ahelianarum primi ordinis adamhratio levis. 
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ct Ici f*oiicLioii jk) s61'r Ih soiiiii.16 (Igs clix series eiitiereiiieiiL 
delerminees, et multipliees respectivemeul par ces coefficients cpii 
denieurent arbitraires. Cela ])Ose, soient 6o, 0 ,, O3 quatre des 
seize foiictions 9 ; noinnions 9 ^ 1 uiie d cites, el lu,', n;, p,', cjj' les va- 
leurs des nombres m, p, .p qui la caracLerlsent. Faisons encore, 
pour abreger, i,= piiii+ pi'ii; on satisfera evideminent aux equa- 
tions (19), en prenanl pour les quatriemes puissances cle 

ces fonclions, et les carres de leurs produils deux a deux, quels 
que soient ,</, p/, p- Or on pent joindre a ces expressions, qui 
sont au noinbre de dix, le produil 6 „ 9 , GoO.-,, si Ton pose, suivanl le 
module 2, 

^ uiQ 4 - ivti “f- 111-2 -r- 111-3 = O, llQ-f- ll 1 -f- «l3 O, 

(20) • po-T- pi -r- p2 ['3 ‘•liH- ‘la-H ‘13^ O, 

I »So 1 ‘'*2 ■+■ ^'*3 ^ • 

Sous ces condilions, on oblient iiecessairement, entre les onze 
quantiles que nous considerons, uiie relation lineaire, puisque 
toutes s’expriment lineaireinent par dix fonclions d('aerminees. Or 
Fexistence de celle relation suflit a notre objet, et nous n’aurons 
pas a emplo3"er les valeurs des coefficients, qu’il serail d’ailleurs 
bien facile de trouver. Nous nous bornerons aux reinarques siii- 
vantes : 

1° On satisfait aux equations (20) de la maniere la plus gene- 
rale, en prenant, suivant le module 2, 


iitQ— m, 

lui ~ m 4- lUj, 

iHos m 4- lUo, 

1113™ 

m 4 - lUi 4- 11x2 

u 0 = R, 

ii 1 ~ u 4- til , 

ii 2 ^ n 4 - 1x2, 

“3^ 

n 4- Ri 4 - 1x2, 

Fo= V, 

pi= V 

P 2 ~ p - 4 - V 2 , 

P3™ 

V H- Vi + V2, 

cio^ 

c] 1 = q -+- q 1 j 

q 4 - q2, 

^13 = 

^ 4- qi 4 - q2j 


in, n, p, q, etant arbitraires, et les auti'es entiei's devant verifier la 
condition 

iio 4- ;)2 iti 4 - ih m2 4 - 1I2 au ™ 0. 

2^ Des quatre fonclions 8,), 9 o, 83, deux peuvent etre arbi- 

iraireinent choisies parmi les seize fonclions 8. Ce choix fait, il 
existe trois sjstemes distincts de deux autres fonclions qu’on pent 
leur associer, de maniere a satisfaire aux Equations (20). 

Les fonclions Sq, 8 ,, 63 peuvent etre paires, ou bien deux 
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seroiit paii'es el les deux a u ires impaires : aucuiie relalioii ali;c- 
brique du quatrieme degre n’aura lieu entre quatre fonclions iiii- 
paires. 


XIL 


Je considere malntenanl Line fonction hoiiiogene de Bo, 8^, B^, B;j, 
dont le degre soil le noinbre impair k. Une telle fonction s’expri- 
naera lincairemenL par des quantiles de la forme BjB'jB^.B^, oii a, b, 
f, sont des entiers positifs dont la somme est A'. Cela pose, eii 
assujettissant ccs nombres aux conditions particulieres 

b -1- tJ = c-hlJ = T| (mod. 2). 


£ et 'r\ elaiiL o on i, on formera quatre especes bien distincles dr* 
fonctions homogenes, que je designerai ainsi : 


Uo(^, /) lorsquon fera s = o, */; = o ; 
j-) » £ = i, T, = o; 

r) £ = 0, r, = i; 

n3(^, r) » = 


et Poll aura ce theoreme : 

Les fonctions \U{x,y), n,(:«;,r), corres- 

pondcnt respectivement d Goj Gi, 82? 63 ; de telle sorte qu en re- 
presentant par n,(a;,7) Vane qaelconqae iV entre elles, Vlndice 
pouvant recevoirles valeurs o, i, 2, 3 , on aura les relations sat- 
\^antes : 

UiCar -+-1,7) = (— ir‘n,(2?,r), n,(a^,7-!-0 = (- 0 '‘'ni(-z-. 7 ); 

n,(a2 +h,y + f) = (- y) 

II, -(^ y-g,y + h)=^- 0 ‘i‘- n,-(^. 7) 

ii/( — X — y) = ( — 0"''* n/(^j y )j 



qai sont analogues aux Equations de definition de la fonc- 
tion Bf, sai'Oir: 


0,(:^ _H t, 7) = ( - y), 7 - 0 = (- V"‘ 7), 

0/(a;-f- /i,7 -+- g') = (— 'if‘^dx,y)e *, 

0,-(^' H- AS 7 + A) = (- y) 

Od-x, -7) = (-'■/' 9 , 
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Je vais maintenant etablir que les qiiatre fonctions y) 

coiitiennent, sous forme lineaire, un nombre egal a de coef- 

ficients independants. Concevons, pour cela, qu’en emplojant 
Tequation homogcuie et du quatrieme degre, dont nous avons eta- 
bli Texistence entre Bo, 9 ^, Bs, on elimine, dans ces fonctions, 
toutes les puissances de Tune des qiiantit^s 0 , de 83 par exeinple, 
qui surpasse la troisieine. Cette reduction faite, toutes les expres- 
sions Bj 0^00 83, ou Texposant 'h ne surpasse pas 3 , seront lineaire- 
ment independantes. Gar, s’il en etait auLrement, on aurait une 
seconde relation algebrique, homogene entre 0oj 0i, 62, Bs, d’ou 
resLilterait que les seize fonctions 9 s’exprimeraient algebrique- 
inent par deux seulement d’entre elles; et, par suite, que deux 
quelconques des quotients quadruplement periodiques seraient 
fonctions algebrlques Tun de Pautre. Nous conclurons de la, qu’il 
existe precisement autant de coefficients arbitraires dans Ili(x^y) 
que de solutions distinctes, en nombres entiers et positifs, des 
equations 

U — — 1) — r- C — r* — /•' j b — f" j C —H V] ( HI 0 cl Ci ) , 

lorsqu'on suppose successivement 

= o, I, 7 .J 3 . 

Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est > 
c’est-a-dire precisement egal an nombre des coefficients inde pen- 
dants qui entrentlineairement dans lafonction definie paries equa- 
tions (i 3 )et (i6 bis)(^). Cela pose, il a etc etabli, § XI, que sur les 
quatre sjstemes de quantites m/, n/, p/, jj^, deux sont arbitraires. 
On pourra done, en disposant seulement de Pun d’eux, prendre 

(‘) La coiacidence de ces deux nombres est si importante, au point de vue ou 
je me suis place dans la theorie de la iransformaliou, que je crois devoir donner 
le calcul qui sert a Petablir. Soient et les valeurs o ou i, d^terminees par 
les conditions ' • 

£j=£-}-i, TuST^-f-i (mod 2), 

on trouvera immediatement que, pour 

Jr = 0, Jr = 2, 

les nombres de solutions sont respectivement les coefficients des puissances et 



par example 

III 0 = tu ^ [-A Ct Q -f- ''i Ct \ -h pG><i -T- ^ Clz ^0 ^3 ■+■ ^1^-2 \ 

Uq = n = ^0 ^ I p^’2 -4- ^^3 -4- ^0 ^3 “i“ ^ J ^2 f 

} (mod 2), 

Po ” ^ i-^^O '4~ V^l H- pc.) -{- ^C;j -1- Co C;} -+- Cj Co I 

'■ 1 ^ “ 0 ™ • 4 - P^^ 2 “ 4 - - 4 - c/o “ 4 - c/i i/o / 

et pour / = o faire ainsi coincider les equations (21) avec les rela- 


dans le produit 

^£-f- f, 

(i— (i -- ^-)' 

tandis que, pour 

li " r, i) = 3, 


ces mdmes nornbres sont les coeflicients de et dans le produit 

tZ/~i 

(j — ^)(i 

De la on conclut que, pour 

it=: 0 , 1 , 2 , 3, 


le nombre total des relations cst donn6 par le coefficient de dans le develop- 
pement de la fonction 

(l — ^) (l— ;2?-)- 

Passons mainlcnant aux valours particulicres de e et t). Lorsque ces quantiles 
sont nulles touLes deux, cctte fonction devient 

( i (i -H a?^) 

(i— 

el, dans les trois auti'cs cas, die se presenie toujours comme egale k 

( I 4- .r- ) r 3? H- ) 

(1 (1 — ^-)' ’ 

Mais les ddveloppeinents de ces fractions ont m^me partie impaire, car leur dif- 
ference est la fonction paire -73—; done, pour des valeurs impaires de /c, le 

nombre des solutions des equations propos6es ne depend pas des valeurs dee ct'r\. 
Oe nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte k T^quation unique 

a H- h -h c -H It = A", 

en supposant tt = o,i, 2, 3 . Or, suivant ces cas, on trouve succcssivement les 
nornbres 

(A--l-i)(/r+2) A-(A-l-i) A-(A-i) (/c-i)(A- — 2) 

, , , , 

A'" H- 1 

et leur somme, divis^e par !\y est bien 6gale k — ~ — • 


11. - I. 


3o 
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lions (i 3 ) el (i 6 Ois). Nous somines ameiie par la a cette proposilion 
fondamcntale cle la theorie de la transformation des transccndanlos 
abeliennes dii premier ordre : 

La fonctioii 

II ( © f -h G .-3 H 4 - H 53 --h G' z.,) 

aux modules G, H, G' peat etre exprlmee par une fonctlon en- 
tiere et homo gene, du degre A*, des qiiatre fonctions 

r), ^3(^7 j) modules g, A, g\ qui dependent 

des }:>remiers par les equations (i 4 ^- 


XllL 

Maiscen’est pas une seulementdes seize fonctions 0 qui s’ex prime 
aiiisi par Oq? ^27 En prenant en eftet pour n(x, y) successl- 
\ement les quatre fonctions liomogenes de ces quanlites que nous 
avons precedemment nominees Uq^x, y)^ ri,(^, jKli 1^2(*^7J0 j 
I l 3 (j;% r)? et qui toutes renferment lineairement iJ. consLantes 
arbitraires, on satisfera de la maniere la plus generale aux equa- 
tions (i 3 ) et [iGbis) pour quatre sjstemes diflerents de valeurs des 
nombres a, v^p^q. Et les valeurs de ces rioinbres s’obtiendront 
en [)osant 

ui/= -f" veil pU'2 q^i ^i) ■+■ U\ ffy-i 

Mj ~ ixLq -f- v^i -j- pb.y -h gb-i -1- 60^3 4- bi b^, 
p/ = l^Co -h vci -hpci H- ^Ca 4- Co C3 -h Cl c.2, 

.1/ ™ ;j.c/o 4- vdi -4 pd2 4- qdi 4- r/y d-^ 4- di d^, 

suivanl le module 2. Pour plus de clarle, je designe par [jl/, v^*, 
eji, cellesqui correspoadent am/, u/, p/, q/, elje faiss/^v/y^z + pL/^r/; 
on troiivera alors tres facilenienl 

[Ay 4- ’Xj 4- [X.2 -}- ;X3 ~ O, V ) V I 4- V2 4- V3 = o ) 

' (mod 2). 

y^O 4-/>2 4-/>3 ^ O, r/y 4- ^1 4- ^2 -1- ^3 ^ o ) 

^0 ~l~ "T~ *^2 S4 ^ O. 

Or CCS relations sontde meme forme que les equations (20), § XI, 
el 1 on en conclut cette proposition : 

Les quatre fonctions 0 que nous exprinions par des fonctions 
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hofiiogencs et du degre k, de Gq, 6i, Oo, 9.j, sont Uees^ cojnme 
ceUes-cij par uiie equation homogene da qaalrieine degre. 


XIV. 


Les resultats precedents coacUiisent immediatement aux relations 
eiitre les quotients quadruplement periodiqiies qui proviennenL 
de la division de deux fonctions 6, et ceux qui proviennent de la 
division de deux fonctions 9. Ces dernier.s, en regardant g^ A, g' 
comme arbilraires, representeront les fonctions perlodiques les 
plus generales, auxquelles donnent naissance les integrales ultra- 
elliptiques de premiere classe, lorsqu’on aura remplac(^ les argu- 
ments X et y par d’autres qui eii dependent lineairement d’une 
maniere quelconque. On obtlent ainsi la solution du probleme de 
la transformation, tel que nous I’avons pose en commengant. Mais 
nous allons presenter la relation obtenue entreles fonctions 0 et 6 
de differents modules, sous une forme analytique mleux appro- 
priee aux considerations qui nous resLent a developper. 

INous ferons, dans ce but, la substitution suivante : 

rr = .X -4- /i i H- J/ = ij. -h ff'z H- /ill, 

et nous poserons 

^OC, If, Z, Ii, h, g) — 0(x 4- hz -4 g'ti, ij ■+- ^'z -f- All); 

remplacant ainsi la fonctlon 9 aux deux arguments x ctl par la 
fonctlon qui dependra de .x, i^, i, a. Cela pos6, soient 

.X 4- Aq 1| 4- Cq r 4- i/o u-i c7 = i *x' 4- 4- Ci c 4- di ii, 

=: Cl.> .X 4“ ^2 •)" ■4“ ^ ”4“ d-y U, t) = ^^3 X 4— Aj l| 4- C 3 - 4~ d;\ ll, 

on trouvera aiscbnent ces relations importantes (') : 

^0 4 - G 2,3 4 ” H Z-) = 4 - G XD 4 — II 

z [ 4- II 33 4 ~ G' ^'> — ^ 4 - H X!) 4— G jc, 

50^3 -h z^ z.y 4- *■!*( 33 , 32 ) = a 3 (''X 4- H Xb 4- Gi‘)) (x 4- hz 4- g^’ii) 

4- A3 ( 4- H 5 b 4- G X!) ) ( ij 4 “ ^ z 4— A ii ) 

4- CI 2 ( D 4 - G^ Ib 4- H XD ) ( X -H h z -h u ) 

4 - A, f :iT 4- G' ^ 4- H XO ) ( X 4- .ir' ^ 4 - /m ) . 


(‘) On se Sf)uvicnt qu’au § Vlf, la quantile a^x-\^b-Y a etc designee, pour 
abreger, par z-. 
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Pour abreger Tecrlture, representons par cette expression dc 
la forme quadralique Sq-Ss + -So + ^(^3? ^2)5 ct convenons de 
inettre en indice a la fonction les valeurs des nombres m, n, p, c\, 
qui figurent dans la fonction 6 dont elle derive, nous aiirons alors 
ce noiivel enonce des theoremes de transformation : 


Les quatve fonctions represenlees par 




o, G. H, O'), 


le nombre i pouvant rece^^oir les valeurs o, i , 2, 3 , s’ exprime nt 
par des fonctions entieres homogenes, et du degre k des quatre 
quantiles analogues 

Les modules g, h, g' dependent de G, H, G' par les equa- 
tions (i 4 ), § VII, et les quatre nombres [jl/, v/, pt, qi de m/, n/, p/, .y 
par les relations 

III / = JJL/^O H- V/^i -f- JO/a.2 -4- -h </o<^3 ^2, \ 

It / ™ 1^/ ^0 -t- V/ Pi b-i qi 63 -+- h{, 63 -f- b\ f 

} (mod 2), 

p/ = Cq -h V/ Cl -h Pi C-2 -f- q/ C 3 H- Co -h Ci I 
uj/ = [J-ido -h 'n'di -T- pid^ -4“ qid'i d^d^ -h di d-i-, / 


auxquelles il faut joindre les suir antes : 

Ulo -4- lUi -f- UI2 -4- 1»3 ^ Oj Ilo -f- 111 -f- 1I2 113 ^ O, ] 

po pi -H Pi 4- pa = o, c\o -4- cji -4- t |2 -f- cj 3 ^ o, > (mod 2 ), 

'''o "T- ‘•'I “4“ J *2 -4- = o, I 


et eeUes-ci, qui en sont, conime nous I'avons dit, la conse- 
quence : 

fio 4 - [J-I -h IJ .2 4 - U.;i = 0, Vo - 4 - Vi H- Vo 4 - V3 ~ o, ) 

/?0 4-/?i 4-^2 4- ^ O, ^0-4 ^1-4 i/vH- ^35=0, > (mod 2). 

“^0 4“ "4 So -4- 53 ~ O, j 


XV. 

En partant de ces resultats, je vais determiner combien s’ob~ 
tiennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair A 
est suppose premier. Je me fonderai a cet elFet siir cette propo- 
sition : 
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Consideranl La substitution 

.X = ao X -f- Y -f- a.Z 4- a, U, 

^ = To X 4 - Ti ^ Ts^* 4 - T-’j 
X‘) = Oq X 4 -* Oi Y 4 - O2 Z 4 ~ O3 U, 


r/o;?/ les coefficients sont des nomhres eniiers assujetfis aux con- 
ditio as 

aoOi 4 - PoTi '—Topi — ooaj = o, 

«() -H po T:i — To P2 — Oo =0. 

ao 03 4 - po Ta ““ To P;i 

a. Go 4 - P1T2 — Ti P2 — = I- 

^103 4- PiTa — Tip3-~0ia3 = 0 , 

O 3 4- P 2 T-l — T 2 p3 ^2^3 = O’ 

en la feasant suivre des eiuatre siiivcintes : 


I. 


nr. 


( X=.-a 4 
Y=.j, 
j Z ==/-r, 

( U = A-u, 

i X = kx, 

Y = ix 4- .9, 
Z=Az, 

U == l! X — 4 - 1I7 


II. 


IV. 


X = X, 

Y 

Z = ^ I j 4- - , 

U = All, 

X = Ax, 

Y-A.j, 

Z = ix 4~ l 9 4- c, 

U = i!' X 4- I ij 4 - ii, 


oil £, i'j d designent des en tiers positifs inferieurs a A, on pournt 
obtenir dans toute set gencralite la subsiitut ion 

pV = C(\) X 4- Aq If 4- <^,) - -T- <■/() 
j!) = < 7 i vV 4 - Ai ij 4 “ r*! c 4- di n, 

Jc = Cfo 4“ A 2 ij- 4~ - 4~ j 
= ^f 3 X 4- b;i l| 4” C 3 4~* d;iil, 

dont les coeffiicicnis sont assiijettis aux relations fondanien tales 


a^d^ -4 — -roAi — i/j'ii o, 

a^d-i 4- A0C2 — C0A2 — - d^.,a.i = o, 

ao d^ 4 “ b^ 6*3 — Co 63 — == A, 
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Celte proposition renferme, comine on voit, la tlieorie arithnie- 
liqiie de la reduction des sjstemes lineaires 

Co ch \ 

a I bi Cl di I 

ct% b% Co k 

O'Z ^3 C3 c/3 j 

en se fondanfsur la notion d’equivalence qui a ete nominee, par 
Eisenstein, V equivalence a gauche des systeines. En prenant, an 
contraire, Fequivalence a droite des substitutions pour point de 
<lepart, on obtiendra les substitutions ou systemes reduits que j’ai 
donnes § IL On en conclut que toutes les transformations des 
fonctions abeliennes qui repondent a iin nombre premier A*, re- 
sultent des transformations particulieres ou Ton emploie les sub- 
stitutions reduites I, II, III, IV, combinees avec les transformations 
oil figurent les substitutions an determinant iin. Or le nombre 
des substitutions reduites etant i + A'+ k- + A’% on obtient pre~ 
cisement autant de transformations distinctes, dans lesquelles les 
fonctions Y, Z, U) sont exprimees par des polynomes homo- 
gemes et de degre A', contenant quatre des fonctions ij-, u). 
Nous n’avons plus ainsi qu’a passer des fonctions ^(X, Y, Z, U ) 
aux fonctions 5 *, t)), les arguments cY, 0 *, &, 'O etant lies 

aux arguments X, Y, Z, U par les equations (22). Or, en omettant 
les modules, pour abreger I’ecriture, la dependance de ces fonc- 
lions est exprimee par la relation 

(A:, S', t‘4) == const. q Y, Z, U), 

dans laqiielle 

m = -h vexj -i-^a2 -h ^a 3 -4- ao as -H aia2 

U = !J,C5o -r- V^i -f- JJ ^2 *+• ^ ^3 -4- ^0^3"+" pi p2 
^ ™ I-^To vvi -h ^ Y3 To Y3-+- T 1 T 2 

q = JJ.O0 - 4 - voi -h /? 09 H- ^ 03 - 4 - Oq 03 H- Oj 09 

Cela pose, si Ton a 

m = ;j., 11 ~ V, V^P-i q = ^7 (mod 2), 

la fonction ^ se trouvant changee en elle-meme, la combinaison 
de celte transformation avec celles qui correspondent aux substi- 
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tutions rednites ne donnera point de formiiles nouvelles. Mats si 
les nombres 111, U, p, i] ne coYncident pas tons avec tji, v, /;>, 7, la 
eomblnaisoii de cetLe trails formation aura evideinment pour effet 
de permuLer les expressions Jes diverses fonctions dans les for- 
mules de transformation relatives aux substitutions reduites. 

On est amene par la a une consideration entim'ement semblable 
a cellc qui a etc presentee par xVbel dans la theorie des fonc lions 
elliptiques, et qui a pour consoiquence de multiplier par six Ic 
nombre total des transformations donnees pour la premiere fois 
par Jacobi. Seulcment, il faut bien remarqiier que les expressions 
ralionnelles de la forme 


considerees par /Vbel (‘), conduisent a des relations irrationnelles, 
si Ton compare deux integrales elliptiques prises rune etrautre 
a partir de la limite zero. 

Dans la theorie de la transformation de fonctions abeliennes, lo. 
nombre de ces transformations distinctes dans lesquelles /r = t est 
egal au nombre des substitutions differenles, representees par les 
equations (22), lorsqu’on prcnd les coefficients suivant le mo- 
dule 2. Or, en ayant dgard aux relations qui existent entre les 
coefficients, on trouve ce nombre egal a ^20, c’est-a-dire au pro- 
duit : 2 . 3 . /[ * 5 • fi j nous avons ainsi cc tlieoreme : 

Le nombre des transformations d Istincles des fonctions abe- 
liennes qid correspondent il lui nombre premie/' k est 

( i •'H A' -i~ /c“ H- ). 

XVI. 

Parml ces diverses transformations, celles qui correspondent aux 
quatre types de substitutions rednites, lorsqiron y suppose egaux 
a zero les nombres entiers f, f', merltent une attention particn- 


(') Voyez les (Miivres cl'AOelj tome I, page 379. Ce point de la tlicoric de la 
transformation sur Icquel insistc rillnsLre g<ioinelre, est cfTcctivemcnt de la pins 
grande importance, par excrnple dans la recherche des modules qui donneni lieu 
une multiplication complexe. 
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lih'e. On voit alors, en effet, se presenter iuimediatemeiiL la nolion 
importaiite des transformations supplenientaires, qui, sous le 
point de vue le plus general, resiilte de la cinquieme des propo- 
sitions arithmetiqiies donnees § III. Les siiLstitutions que nous al- 
iens ainsi considerer, dans les tlieoremes de transformation, seront 
les suivantes : 


[ X = a:, 


= x, 


{ X kx. 


= kz 

1 Y = q, 

Y 



1 Y = If , 

\ Y 

= /v.j 


If. 

Jll. < 


IV. 1 


Z = A-., 

) ^ 

= 

i 


= z, 

' U = Au, 

( u 

= /jii, 

\ 

. U = u, 

[ b 

= n. 


Alors on trouve que la forme quadratique designde par y, 
§ XIV, s’evanouit, et que les nombres caract^ristiques im/, n/, p/, c|/ 
sont respectivement ^gaux a [a/, v/, /?/, qi (‘ ). Ecrivant done, pour 
abreger, au lieu de Cfjt,.-, v.-, introduisant les modules trans- 
formes dans la fonction ou se fait la substitution relative aux argu- 
ments, on aura cette proposition : 

Les quatre fonctions representees par cJiacun de ces qua ire 
types (2) : , 


I. 

* 

If, 

/at, 


X"’ 


11 . 


(x, A 
\ 

Xai, 


II, 

AG'^ 

III. 

Zi 


((, 

AG, 

H, 


IV. 

s/ 

{kx, /vMf, r, 


AG, 

All, 

AG'), 


s' exprirnent par des polynomes entiers koinogenes et du de- 
gre k, composes des quatre fonctions 

Li{x, 1(, C, U, G, U, G'). 


(G Cette derniere circonstance pent toujours ^tre I’^alisee a Tdgard de Loutes 
les substitutions rMuites. Rien n’empoche, en elTet, de prendre pour chacun des 
nombres designes par i, G i" un systeme quelconque de r^sidus suivant le mo- 
dule k, au lieu des residus minima o, i, 2 , ^ — 1 . Or, en faisant choix des k 

nombres pairs 0 , 2,4, 2(/:--i),on voit irninediatement qu’on aura 

11 .-= v^., mod 2 . 

(*) On peut remarquer que les transformations relatives aux fonctions I et IV 
correspondent parfaitement ^ ce que Jacobi nomme, dans la iheorie des fonctions 
elliptiques, transformatio prima, moduli majoris in minorem et transforma- 
iio secunda minoris in majorem. ( Fundainenta, p. 56.) 
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Cela pose, il est clair qiren appliquant Tune apres FaiUre les 
Iransformations relatives aiix foactions I et IV on IF et III, oa par- 
vieadra cle ces deux nianieres a rexpression de 

/-.J, /cu, G, H, G'), 

par des polynomes eiitiers Iiomogenes ct du degre A*-, coiilenanl 
les qiiatre fonctions aiix laemes modules 

“7 Gr, H, G'}. 

Revenons maintenanl des fonctions aux fonctions de deux 
arguments dont elles tirent leur origiue, nous obtiendrons Je theo- 
rem e fondamental de la multiplication des transcendantes abe- 
liennes, a savoir qae lesqiiatre fonctions ky) sont des po- 

lynoines entiers, Iiomogenes el du degre A- composes des quaire 
fonctions 


XVII. 


Les formiiles de multiplication pour les quotients quadruple- 
ment periodiques, provenant de la division de deux fonctions 0, 
ddcoLilent naturellement des tlieoremes qui viennent d’etre eta- 
blis. Seulement, il importe de preciscr les divers groupes de trois 
quotients, qui correspondront respectivcment aux divers groupes 
de quatre fonctions 0^, dont les nombres caracUhistlques p/, v/, 
/;/, qi sont assujettis aux. conditions 

. |Jl() -H JAi -h [A2 H- |A3 0 , Vo -h Vi -h V2 -H V3 ss 0 , I 

( ‘>.0 his ) / /?o "f" ]>i -i~ P'2 -h /?3 hl£:- 0, ^0 -I” ^3 ^ ^7 ) { aiOfl 2 ). 

I S(\ -h S [ -h S 2, “i— S 3 HE O , ) 

Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients 

en deux genres bien dlficrents, telle que Fa faite M. Veierstrass? 
non seulement pour les fonctions abdiiennes du premier ordre 
que nous considerons en ce moment, mais pour celles d’un ordre 
qiielconque (‘). Les quotients du premier genre, en adoptaiit les 


(') Voyez Journal de Crelle, tome 47, ou dans le Journal de Lioimlle (tra- 
duction de M. Woepcke), le Mdmoire dans lequel ce savant gdom^Lrc a donne un 
apergu deses grandes et belles d^coiivcries. Vo3^ez aussi, dans le tome XI du 
des Savants Etrangers, le M^moire de i\l . Hoscnhain couronnd par I’Academic, 
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nolalions dc cct auteur, seront designes par al (.r un 

seul indice cpii recevra les valours o, i, 2 , 3, 4- s\:!xpriincnl 
coiuiue i] suit, par les fonc'tious savoir : 

Qiooo 
t^OOOO 
Qioot 
^0000 
^0101 
^0000 
Q 0 n 1 
t^uooo 
^.101 1 ^ 

^0000 


alo = 
all = 

al. =- 

als = 
aU. == 


Ceux du second geni'e seront representes par ul (jr, avec 

deux indices, devant cliacun recevoir encore les valeurs o, 1 , 2 , 
3, 4? qu’on poiirra permuter entre eiix. Ils soiit an iioinbre de 
dix, et s’expriinent de cette nianiere : 


a]() 1 — alia) ■ — 

alo, 2 = ai.,0 — 
alo, 3 = al3,o — 


^ 000 1 
^oooo 
<3itoi 
^0000 
enii 
^loooo 


alo , 4 — al',,0 — 
a 1 1 ,2 al 2 . 1 
all , 3 = al:},i = 
ali,.v = al.v,i = 

a 1 2 , 3 ~ a 1 ;j ^ 2 •“ 
al.2,v = al.v,2 = 
al3,4 = al.',,3 = 


0 11 
1^0000 
01100 ^ 
^^0000 
<^ino 
^0000 
^1010 
^0000 
^ooio 
®oooo 
Qqiio 
^0000 
Qq 100 . 
e^oooo 


et qui, beaucoRp plus complet sous ce point de vue que celui de Gcipel, renfcrnic 
** les expressions du systeme des quinze quotients p^riodiques, telles (saufune 16- 
gere modification) que les donne M. Weierslrass. 
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les indices des foncLions 0 elant determines dans ces formiiles pai‘ 
la condition qii’cn supposant 

^ ~ “a ’ — *~A ^ 

eJoooo “oooo 'Joooo 

p/, //, r/' soiont Ics valeurs o on i , qui satisfont aiix relations 

fji" E= u - 4 - Ij/, v" == V -h '/ ) 

• mod. !?,. 

Cola pos 6 , on aura ce tlieoreme : 

Tolls les gvo up esde trois quotients al(^,jK) jormesa^ecquatrc 
fonctions donl les no mb res caracteristiqiies [jl/, v/, qi veri- 
jient les ajualions (20 Ins') seront coinprls dans cette forme ge- 
iierale : 

r )a, aU .r, y ){3,y, al ( .r. y )^^c, 

SOUS la condition qiic les indices a, [ 3 , y, 0, s seront tons differenls 
les iins des an Ires. 

Cette condition adniise, le tlieoreme fondameiital pour la mul- 
tiplication des arguments dans les fonctions abeliennes quadru- 
plement periodiques s’enonce aiiisi : 

Les t / '0 is foil rl lo ns 

al(/or, X;k)^, aU/or, /9'),S,7^ al(/c.r, X;v')B,£ 

sont des fractions raLionnelles, ay ant pour numerateurs et 
denominalear coinmiiii des polynomes entiers et du degre 
par rapport d 

^U.Jr,y)o^, aU.r,j/)p,V, 

Ces trois Ibnctions sont d’ailleurs liees par une equation du 
([uatrieme degre, consequence de requation liomogene etdu meme 
degrd qui existe entre les quatre fonctions Si(x^y), 


xvin. 

C’est aux resullals precedents que je me suis arrete jusqu’ici 
dans I’^tude de la transformation des fonctions abeliennes, et je 
vais terminer cet expose succinct dc mes reclicrches, en faisant 
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voir coninaent ceLte theorie analjtique de la transformation se 
trouve etroilemenl liee ala theorie analytique des formes qiiadra- 
tiques dont j’ai parle § IV. Reprenons le tlicoreme dii § XIV, 
consistant en ce que : 

Les quatre fonctions representees par 

S'. G, H, G'), 

si Von attribue aVindice i les valeurs o, 1 , 2 , 3, V expriment au 
nioyen de Jonelions homo genes et da deg re des quatre quan- 
tit (is 

S )*> 

les modules g^ A, g’ dependant de G, H, G', par les equa- 
tions (i4) da § VII, et les arguments pX, cT, 5c, t) de x, ij-, c, a, 
par celles-ci : 

X = -t- jj Cqc — h d^ ii, 

^ ^ cc "-i— h 1 ij. H— Cl c “4“ It , 

5c ~ b ^ ij’ — Cg c — f- It , 

V = a-^x -f- 63 !)• -h C 3 c -f- c /3 “• 

Or, a cette relation ainsi formulee entre les transceiidantes 
de difiPerents arguments et de differents modules, correspond la 
relation arllhmetic[ae que donne le theoreme suivant : 

Soil 

= ()o H = ^^^0 H- G^= — GG^= ®o ~f~ icD, 

.^ = flo -i- IB. h = 1)0 -h tl), g' = Bu Ib\ /i- — S'S"' = ^*0 -r- i'^i 

nommons ^ {X-., if, 5c, t)) la forme quadratique qui s^est dejd 
presentee § VIII, sa^^oir : 

j(x, fj, tD) = 4- (g^(^)o ~ g; (D) 

- (gcQo - go(0) ~ - 2( g; /) - c/5o) X5c 

-^(goS-~g*5o)iro---2((D^o--cDoS)^^ 

- ^ ( 65o - ggi) - * 2 (s .30 - go g' ) xto , 

et considerons de menie V expression seniblable 

l’(x, 1 ), u) = H- 5 9'- 4- 4- (5^*0 — 5o^») 

— 2I) XI). — 2 ( 5 o 1 ) ~ 5' ^0 — 2 ( 5 o !) — g ^0 ) ■yi*' 

— 2ii>^o — -It — - 2(^^o — ' ggo) y- — 2(i)i)o — gog') xu. 
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Les variables S', t) etant Liees a or, .ij, u par les equa- 
tions ( 22 ), coefficients sont des nonibres eniiers assu- 

jeitis aiLX conditions fondainentales 

-h ^oCi — Co^i — — 0, 

ciq d'-i "f" ^0 <^2 — Co ^2 — d^ Cl -2. — o, 
d^ -4- 60 C3 — Co 63 — d^a^i =■ li\ 
cii d^ -f- ^1 C2 — Cl 62 — < 7-2 — 

4 “ C;} — (Jj ^3 — d]^ Cl^ — O, 

a^dz 4“ b^c -2 — c-ib^ — d^a-i — o, 



aura identiqiieinent 




— flo' 


Telle esl done la nature de la relation entre ces deux formes 
quadratiques, semblablemcnt compos^es avec les modules G, H, G' 
et A, que la premiere se change en la seconde niultipliee 
par A, au moyen de la substitution qui transforme les Lranscen- 
dantes 5^ aiix modules G, II, G', en des fonctions liomogenes et du 
degre A, des transcendantes analogues aiix modules A, ff , Oji 
voit ainsi comment vient se presenter cette 6tude arithinetique de 
formes particuUeres a quatre inddterminees, oii Ton n’emploie pas 
(joinme instrument analytique les substitutions les plus genei'ales 
entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions par- 
ticulieres ( 23 ) defmies par les equations (23), et qui reproduisent 
des formes du m^me genre. C’est prc^cist^ment a cette idee que je 
me suis deja trouv6 conduit dans an autre travail [Journal de 
Crelle, t. 47, p. 343), on ayant en vuc rctude purement arilhmc- 
tique des nombres entiers complexes a4-A\/ — i J'ai pu alors 
traiter, par les m^thodes propres aux formes binaircs, les princi- 
|)ales questions concernant les formes particulieres a quatre indc- 
terminees (|ui etaient I’objet de mes recherehes, et ajouter par la 
de nouveaux caract^jres de similitude entre les nombres cntlers 
reels et les nombres complexes (*). 


(') En pGursuivant les recherches que je viens de rappelcr, j’ai obtenu Ic Llnio- 
remc suivant, qui olFre un nouvel exeinpic dc ccue analogie : 

Les equations a coefficients entiers complexes et en nombre in/lnide la forme 
az'* 4- 6 s'*-’ 4-. . .4- gz 'h h o, pour lesquelles La norme du discriminant {c^est- 
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Un ])areil rapprochement eiitre les formes if O) et les 

formes binaires semble egalement devoir se presenter; on pent du 
inoins Je prosumer, d’apres les proprietes relatives aux foianes ad- 
jointes, enoncees an § VllI, et siirtout par cette expression reniar- 
qiiable ct facile a verifier, savoir : 

(i)(j - r/-) ((r^- 

ou j'ai fait, pour abreger, 

cX-i = i\; + 5 o ^ -H ()'o t:>, -4- yi) ^ - 1 “ /)o 

Gependant Fanalogie de ces formes particulieres, qiie j'ai nom- 
mees a indeterminees imaginaires conjuguees avec les formes bi- 
naires, ne persiste pas toiijoiirs; parfois, comme je I’ai fait voir, 
il arrive qu’on ait a la suivre dans plasieurs directions diflerentes, 
et bientot on est amene a cles questions oii la nature des formes a 
qiiatre valuables se manifeste sous un point de vue qui lui est 
propre, et qiii exige de nouveaux princlpes. Les memes circon- 
stances viendront-elles s’offrir dans les questions analogues dont 
le point de depart s’est trouve dans la th^orie des fonctions abe- 
licnnes? C’est la un ordre de considerations arithmetiques aussi 
inieressantes que dlfficlles, sur lesquelles je pourrai peut-etre un 
jour ofirir aux amis de la science le resultat de mes recbercbes. 


a-dire du iiombre entier complexes egal d multiplie par le produit sy- 

nietrique des car res des dijfei'ences des racines)^ conserve la menie valeur, ne 
contiennent qiCun nombre essentiellement limite d*irrationalites distinctes. 
fVoyez pour le theoreme analogue, relalif aux nombres reels, le Journal de 
Crtdle^ t. 47, p. 335. ) 



REMARQUE SUR UN THEOREME RE CAUCHY. 


Comptes rendiis de V Acadcniie des Sciences, i. \\A. 


Cest a M. Cauchy qu’on doit la premiere demonstrallon gene- 
rale de la realite des racines de I’equatioii remarcjuable a Taide de 
laquelle se deterininent les megaliths s^culaires des elements du 
inouvcmenl elllptiqiie des planetes. Cette equation s’obtient, 
comiue on sait, en egalant a z6ro le determinant du systeme 



<^2,1 



1 <^1,2 

a2,2 — ^ 


a n,Z 


^^2,3 



f 



a/2,ri — 


dont les elements sont des quaiitites rcelles souiuises a celte 
condition, 

J’ai fait, au sujet de cette equation, la remarcjire sulvante quo 
I'illustre geometre a bien voulu m’engager a communlquer ii I’Aca- 
d^mie. Supposons qiie les elements dii determinant cessent 
d’etre r^els et preniient des valeiirs imaginalres cjuelconques, mais 
avec la condition que et ay^^ soient des quantites conjuguees. 
11 est aise de voir que le nouveau determinant ainsi forme et que 
je nominerai □, sera essentielleinent r<§el quoique compose d’ele- 
inents imaginalres. II ne change pas de valeur en eflet en y mel- 
tant — y/ — i au lieu de y/ — i, car on ne fait ainsi que remplacer 
a^^y par ay^y,, c’est-a-dire suhstituer les colonnes horizontales aiix 
colonnes verticales, et Ton salt bien que cette transposition n’al- 
tere pas la valeur d’un dt^terininant. Gela pos6, Tequatlon Q = o 
conserve la propriety si remarquable de Fequation 0 = 0 , elle a 
lOLites ses racines essentiellenient recites. On pent le clemontrer 
de pliisieurs manieres, par exemple en transformant le d^terini-. 
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naiiL Q eii uii autre a elements reels, d’un nombre double dc 
eolonnes et symetrique par rapport a la diagoiiale, de maniere a 
retrouver precisement la forme analytique du determinant 0. On 
obtient aussi une demonstration directe en empiojant la belle et 
savante methode qu’a donnee mon ami M. le Borcliardt, de 
Berlin, pour calculer les fonctions de M. Sturm dans le cas de 
I’equation 0 = 0. Quoi qii’il en soil, la realite des racines une fois 
etablie, on determine par la regie suivante combien il s’en trouve 
entre deux limites donnees 9 o 9 ,. Nommons Q/le determinant du 
sy Sterne 

^1,1 — ^2, 1 ... ^ 1 1 

(Tijo <^'^2,2 — ^ ^^/,2 f 

a^i^i ... j 

calcule de maniere que le terme principal ait le signe +, et desi- 
gnons par ( 9 ) le nombre des termes positifs de la suite 

<2,, <),, t>3, 12;,. 

Si Ton suppose >9o5 la quantite (Go) sera plus grande que (G, ), 
et la difference (Gq) — ( 9 |) sera precisement egale aa nombre 
desracines de inequation Q = o qui sont comprises entre Go et G,. 
On remarquera que la suite 

, 12„ o,, 1>3, ..., L2„ 

est plus simple que la suite des d^rivees du premier membre de 
Tequation proposee qui serviraient d’ailleurs au meme usage a 
cause de la realite de toutes ses racines, et sans doute il serait pos- 
sible de passer directement de la seconde suite a la premiere, 
comme Fa fait M. Cauchy dans une circonstance analytique trcs 
semblable rendus, t. XL, p. 1329). Mais, au point dc 

vue oil je me suis place, Fequivalence des deux suites, comme 
Fexistence d’une infinite d’auti'es qui jouissent des m^mes pro- 
prietes, se deduisentimmediatement d’une proposition elementaire 
et fondamentale de la theorie des formes quadra tiques. Au reste, 
c’est dans Fetude algebrique des formes quadra tiques, mais des 
formes quadratiques d’une nature toute particuliere etdont je vais 
donner la definition, que vient s’ofTrir d’une maniere directe 
Fequation Q = o. Leur caractere principal consiste en ce que les 
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indeterminees j sont partagees en deux groupes de variables ima- 
ginaires, les variables de I’lm des groupes Mantles conjuguees des 
variables de raiitre groupe. A.insi, en representant 2 n variables 
imagiuaires par 

X =;r-h.rV— I, Y — . U 

Xo = .r — 1, Yo=jk— yV— I, .... u— 

on aura I’expression analjtique suivante de ces formes, savoir 

cp r= Xq X -h- ^i^ 2 Y 

■e Yo( tZ'2,1 Y -4- 6^2,2 Y -H . . . -h cL’t^ri b ) 

4- 

"+" X -4“ 4-. . .4- U), 

et cette expression sera evidemment reelle en mettant en evi- 
dence y, ..., //, x\ y', ..., ii'j si les constantes et a^^y, soni 
comme prdcddeminent des quantiles imaginaires conjuguees. C’est 
principaleinent en vue de I’etude aritbmetique des nombres entiers 
complexes de la forme a -j- l >\/ — i que j’ai introduit la notion de 
ces nouvelles formes, comme on pourra le voir dans un de mes 
Memoires publics dans le Journal de Crelte, t. 47. Mais, dans 
ce Memoire, je me suis borne au cas le plus simple on Ton consi- 
dere seulement deux paires d’indeterminees imaginaires conju- 
gates. Depiiis, en essayant d’etendre ces premieres recbercbes, 
j’ai reconnu qu’elles conduisaient a des principes nouveaux et 
ftconds pour reludo des Equations algebriques a coefficients com- 
plexes. Ainsi, ail seul point de vue algtbrique, je me suis trouve 
ament a la determination du nombre de leurs racines qui sont 
comprises dans I’inttrieur d’un rectangle, d’uncercle et d’une infi- 
nitt d’autres courbes fermtes ou a branches infinies comme 1 hy- 
perbole ( ' )• Ce sont autant de cas du beau theoreine de M. Cauchy 
sur le nombre des racines qui sont renfermees dans un contour 
quelconque, et dont la dtmonstration tres facile et tres simple pre- 
sente ce caractere particulier d’ttre independante de toute consi- 
dtration de conlinuitt. 


( 1 ) Voycz sur ces questions Textrait d'une Lettre que j ai 
chardt el qui a ^te publi^e dans le Journal de Crelle, t. 52. 


adressee k M. Bor- 


SUR QUELQUES FORMULES RELA-TTVES 

A LA 

TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Cojnptes rendus de UAcddetyiie dcs Sciences , X. XLVl. 


L’expression generale des quatre fonctioiis 0 sur lesqnelles 
repose la theorie des fonctions ellipliques esl, coinine on sail, la 
snivante : 


('A) 




-I- QO p 

,y {—lynve L 


(2 m .»* + — (’-i + F-l *■* 


UL et V ^tant zero ou Punlte et to une constante iinaginaire Lelle, 
qu’en faisant 

Cl) = COq — 1— JCOj 

on ait ii>i essentiellement different de z^ro et positif. Ces quatre 
fonctions sont definies, a un facteur constant pres, paries equa- 
tions 


et elles jouissent des proprietes exprim^es par les relations sui- 
vantes : 




^pL-f-2,v( ) — f l)'^ ^p,,v ( ^)) 

®JX.,V-{'2 (^ ) — )? 


^pL4-{JL',V-{-V'(^ ) ^ 



fXft) -i- V 
2 


) 




{JL»0) 

4 


2 i 


La premiere de ces relations monlre qae des quatre fonctions & 
une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs |x == i , 
v=: I : les deux suivantes montrent comment la formule ( A.), quels 
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que soient les entiers ijl et v, iie donne eflectivement que quatre 
fonctions distinctes; enfin la derniere permet d’exprimer ces 
fonctions par une seule d’enlre elles. A ces relations nous join- 
drons enfm, bien que nous n’ayons pas a Pemployer ici, la sui- 
yante, qui fournit des equations alg^briques ou diflnrentielles 
auxquelles satisfont nos fonctions, et oii je suppose 

|j. — a, V — v'= p, 

s avoir : 


2 —r)0a, 0(0)60, p(o) 

= 6j/.',v'(^)ea,o(jr) 0o,l3(y) 

-f- ( 6p/-j-i,v'(^) 6a-i-i,o ( JK") 01,(3 (jr) 

•+■ (— Tp6p.^i,vH-i(^) Oj;/ 4 .i,v'-i-i(^) 0 a+i,i(r) 6i,p:M(jr) 

-h ejj.,v 4 -i (^) 6 p/,v'-+-i (^) 6 a , 1 ( 7 ) 6o,[3-m ( 7)- 

Cela pos^, soient a, c, d des entiers tels, que ad — dc = A*, 
Jc dtant essentiellement difierent de zero et positif, faisons 

c -h doy 

= r J 

a -h 0(j) 

m = a (JL -h dv -h ah. 
n = c jJL -+- <^v ~+“ cd. 
n(.r) = 0^,v[(<^ H- 

on aura les relations fondamentales 

IK^-f-l) =( l)”'ll(.T), 

n(^H- 12) = (— n(a7)e"'/“^^2a;+Q)^ 

qui servent a exprimer n(^), quels que soient ja et v, au moyen 
des quatre fonctions analogues k 0, mais relatives au module Ql, et 
que nous representerons par 

^(JL,V ('^)* 

A cet eflet, je ddsigne par T/ une fonction homogene du degre i 
des carr^s de deux des fonctions 0; cela ^tant, on aura pour k im- 
pair cette expression tr^s simple 

II(^) = Qm. •n(^)'^ ^' — n 
2 


Laissant ici de c6t6 la determination de ces fonctions designees 
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parT^,__i, je vais seiilement, dans le cas de /: = i, ou T est nne 

___ 

simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 
delicate. 

Supposons le nombre b positif, comme on le pent toajours, car^ 
s’il en ^tait aatrement on chercherait la formule de transformation 
relative au systeme desnombres — a, — — c, — ainsi qu’on 

y est autorise par la nature de la condition ad — bc — \^ qui n’esL 
pas alteree par ce changeinent et, cette formule trouv^e, on en 
deduirait immediatement celle qu’il s^agissait primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la inline ou changeant seulement de 
signe, comme il est aise de le reconnaitre par le changement dont 
nous parlons. Cela etant, on aura 


b ~\ (■ 1,\2 

gx 

0 


T = 


^ — ih ( a — i— b tii') 


S etant une racine huitieme de Funite dont void la determination : 


__ 1 
e ^ 


i TT [ac _f.2 6c fXv 4- V - -h 2 nbc fX + 2 abd v-\-(ib^ r] 


et le signe du radical carre y/ — ib(a + bco) etant pris de maniere 
que la partie r^elle de ce radical soil positive ( ^). 

Des cas particuliers de cette relation bnt 6i6 deja donnds par 
Jacobi dans un Memoire sur F^quation diff^rentielle a laquelle 
satisfont les series 


I d= 2q H- 2\/q -h '2\/q^-^ 2\/q-^-+-. . . 

{Journal de Crelle, t. 34-, et Journal de Liou^ille, traduction de 
M. Puiseux). Mais Fillustre auteur, laissant de cote la determi- 
nation de S, se borne a annoncer que le signe de la constante 

depend de la quantitd designee par le symbole j dans la theorie 


(^) Pour 6 — Oj la formule de traasformation se r^duil a I’^quaiion suivante : 


6, 




a etant un nombre entier arbitraire, m ^tant egal a [x et n a a( ^ -4-1) -h v. 
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des residus qiiadratiques. Ce fait si remarquable resiilte, en effet, 
des proprietes de la serie 


b -1 



a 



b ) 


qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soil d’abord 


6 = 

P etant impair, on aura 

si a est impair, et 
lorsque a est pair. 

En second lien, supposons h impair; alors onpourra determiner 
deux nombres entiers m et n par I’equation 


^ [3(rt p-l-l)5 


et I’on aura 


a = mb — 8/1, 



Ces resultats (^ ) se deduisent des formules donnees par Gauss 
dans le celebre Memoire intitule : Summatio serierum qua- 
rumdam siiigularium ; seulement j’ai fait usage, pour eviter 
autant que possible une enumeration de cas, de la forme sous 
laquelle elles ontete presentees par M. Lebesgue dans un Memoire 


(q Peut-are n’est-il pas inutile d’observer que I’imaginaire qui figure dans 
la s6rie o- ou dans Pexpression de cette sdrie par les symboles de la thteie des 
residus quadratiques, est absolument la m6me quantit6 qui entre dans la defini- 
tion desfonctions 6 par I’^quation (A.). Je feral enlin remarquer que u se pr^sente 
toujours, comme le produit de sjby par une racine huiti^me de Tunit^; de sorte 
qu’en resume la constante T a cette valeur 

T = — - ou 

\Ja-¥ 


s» = i. 



486 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


intitule : Sur le symbole [ et siu^ quelques-unes deses appli- 
cations. Je remarque enfin que I’introduction cles nombres [x et v 
d’une part, lit et n de Fautre, permet de r(^sumer dans une seule 
equation, savoir : 

n(^) = to] j 

ce que Jacobi nomme la th^orie des formes en nombre infmi des 
fonctions 9, theorie sur laquelle il avait annonce un travail impor- 
tant que la mort Fa empeclie de publier. 



SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES 


A LA 

TRiNSFORMmON IJES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Journal de MatheniatLqices pures et appliquees, ser., t. III. 


L’exppession ^enc^rale dcs qiiatre foncHons Q sur lesquelles I'epose 
la theorie des fonctlons elliptiques est, comine on salt, la suivante : 




x,v(^)=y (- 




/■ TT 


|X} .r-H - 12 W7 ■ 




p. et V ctant zero on I’unile et to une constanLe iinaginaire lelJe 
qiie, en faisant 

CO = tOo H- itoj, 


on ait (o^ essenllelleinent dlirdrent de zero et positlf. Ces quatre 
fonctions sont dddnies, a un facteiu* constant pres, par les equa- 
tions 

H- to) = (-- i)v 


et elles jouissent des |)roprietes exprimees par les relations sui- 
vante s : 

0{X,v(— 

A , / au) -H V \ Z7r({x.r-|- 

Qix-j-ixSv-hv' ('^) = ^ ^ y ^ 


[13 fO V[J-' 

■ ^“T T . 


La prerni^M'e de ces relations rnontre qiie des quatre fonctions 9 
une seule est iinpaire, celle qni correspond aux valeurs p.= i, 
V ™ i; les deux sulvantes montrent couunent la, fornuile (A), quels 
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que soient les entiers [jl et v, ne donne efFectiveinent qiie quatre 
foiictions distiiictes; eiifin la derniere permet d’exprimer ces fonc- 
tions par une seule d'entre dies. A ces relations nous joindrons 
enlin, bien que nous n’ayons pas a Femployer ici, la suivante, qui 
fournit les equations algdbriques on differentielles auxquelles 
satisfont nos fonclions, et ou je suppose 

p.— ^'=a, V — v'=:p, 

savoir : 

2 6 (J, ,v ( 5? -4- JK ) ( ^ — JK ) 6 a,o (o) 60 , p (o) 

= ®[jL,v(i^) ^a,o(jK) 6 o,|3(.X) 

-f- (— i)v 6a-4-i,o(7) 

_j_ (.r ) Qa- 4 - 1,1 (y) 

^o(,i ^r) ftfl, P-4-1 (r)- 

Cela pos^, soient < 2 , 6, 0 , d des entiers tels que ad — be — 
k etant essentielleinent different de z^ro et positif, faisons 

^ c -1- d to 

w = — , 

a boi 

m = ab, 

n = c [JL -4- cd^ 

n(T) = 6a,v[(<3! 4 - 

on aura les relations fondamentales 
u(x-}-i) = 

+ = (— i)^ 

qui servent a exprimer IT(^), quels que soient u. et v, au moyen 
des quatre fonctions analogues a 9, mais relatives au module Q, et 
que nous representerons par 

A cet effet, je designe par T/ une fonction homogene du degre i 
des carr^s de deux des fonctions 0; cela dant, on aura pour A” im- 
pair cette expression tres simple 

n (cc) = 0ni,n(^) T a-.— 1 . 

2 

Laissant ici de c6te la determination de ces fonctions designees 
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par T/,_ 1 , je vais seulement, dans le cas de A* — i, ou T est line 

2 

simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 
delicate. 

Supposons le nombre b positif, comme on le pent toujours, car 
s’il en etait autrement on chercherait la formule de transformation 
relative au systeme des noinbres — — /?, — c, — ainsi qu’on 
y est autorise par la nature de la condition ad — be ~i ^ qui n’est 
pas alter^e par ce changement, et, cette formule trouvee, on en 
deduirait imm^dialement celle qu’il s'agissait primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la inline ou ebangeant seulement de 
signe, comme il est ais6 de le reconnaitre par le changement dont 
nous parlous. Cela etant, on aura 


/ — ib{ a ) 

8 etant une racine huitieme de runit(^ dont void la determination : 

~ 1 / 7U [tic [J12-I- 2 he |J.v hdv‘^-^'2 fthc [J. ■+■ 2 ttbrl V -j- nb"^ r) 

Ct =: e * , 

et le signe du radical carr6 sj — ib[a hid) (^tant pris de maniere 
que la partie r^elle de ce radical soit positive (‘). 

Des cas particuliers de cette relation out ete deja doiines par 
Jacobi dans un Memoire sur Tequation diH'denlielle a laquelle 
satisfont les series 

I ±: '2 9 ^ -H 2 ±: 2 -h . . . , 2 + 2 \/q^ H- 2 H- . . . 

{Journal de Crelle^ t. 34 et Journal de fAomnlle, traduction 
de M. Puiseux), Mais I’illustre auteur, laissant de cote la determi- 
nation de 0 , se borne a annoncer que le signe de la constante 

depend de la quantity designi^e par le symbole j dans la th^orie 
(q Pour 6=0, la formule do transformation se reduit k I’equation suivante : 

ZTT 

— — au.- 

CL ^Lant un nombre enlier arbitraire, m dtant dgal k {x et n a a ( (x -f- 1) -f- v. 
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et V d’une part, m et n de rautre, permet de resumer dans une seule 
equation, savoir 

ce que Jacobi nomine la theorie des formes en nomhre infini des 
fonctions 9, theorie sur laquelle il avail annonce un travail impor- 
tant que la mort I’a emp^che de publier. 

Pour ^tablir les formules precedentes, je m’occiiperai d’abord 
des deux egalites 

U(:r-h I) =(— i)^n(^), 

-i- 12) == ( — n ^ ^ 


dans lesquelles, ainsi que je Tai dit plus haul, on a 


et 


m = a fx H- 6v -H ab, 
n = cix ~h dv -h cd^ 
^ C -h 

a -f- ^o) 


k = ad — he. 


Pour cela, j’observe que Ton peut ecrire 

H- 00 

n(ir) = Om,v[(<^ ^ CjO ) ^ J ^ 

fil 

CO 

en posant 

Ol) 

cp(a7, m)=:6(a-l-^o)).'r2-h (tim-i- ix){a -+- b iji)cc — mv. 

4 

Or cette fonction jouit de la propri^td exprimde par Tequation 
suivante : 

cp -f- 1 , xn) — o (/r, m b) ~ ^arn h- m ~ m ( mod 2 ), 

que bon vdrifie par un calcul tres facile, et il en resulte que bon 
peut ecrire 

-}- 00 -4-00 

n(;r H- 1) = s ^t'K(pix-+-l,ni) — ^ j Qi7Z’{){x,ni-¥-b) ^ 

ni m 

00 00 

et, par suite, 

n(irH-i) = (— i)mn('a?), 

car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis — 00 
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jiisqii’a -f- 00 , on pent, sans alterer la somme^, changer m en 
b dans la fonction 'f (^, rtx). 

Soil ensuitej pour un moment, 

•+.00 

no(a;) = n( Qa;) =y 

00 

il est clair que la noiivelle fonction cpo(^, m) sera liee a celle dont 
nous venons de parler par Pegalite 

cpo(a7, rri) — kQ,x- -h cp(Qa7, m). 

Or, en recourant a la valeur de Q et r^duisant les deux termes 
en on obtiendra immediatement 


cpo(;r, m) =z d{c {‘im -t- fjL)(c H- <3?co)ir -t- -j fjL)^ — mv, 


de sorte que I’on pent passer de la fonction o(^, m) a la fonc- 
tion Oo (^, m) par le simple changement de a et 6 en c et d. On a 
done la relation 

<po(^ + i, m) — <po(^, m d) =. 0.0771 (mod 2 ), 

et, par suite, celle-ci : 

Uoix-h \) = (— i)« no(ir). 


On en ddduit que Ton a, relativement a la fonction 11 (^), 


d’ou, apr^s avoir dans les deux membres supprimd le fac- 
teur et remplace Qx par x^ 

U{x+-Q):= (— 


Ces deux egalit^s demontrees, void maintenant comment on 
parvient, dans le cas ou Ton suppose A* = i , a la determination de 
la constante T dans I’equation 


A T7 ^ jTil>ia-hb(a)x^ rT^t^ ( C-\-dfsi\ 

toje =:TQ^„ 07, • 

’ \ a 0 (ji J 


Remplagant d’abord les fonctions par leurs develpppements et 
mettant pour cela dans le second membre 0 au lieu de ^ ^ f ^ ? 

^ a -4- 6to 
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- 4 - 00 - 1 - 00 _ 

= X V (— I)"' " e'" L‘‘ 
m m 


Cela pos^, nous introduirons an lieu de cp(^, rn) Fexpression 


772) = cp(57, m) — mrr, 


ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de Fdqua- 
tion pr^cedente le facteur de maniere a avoir 


i'K^{2C,7rL) _ 




4- , (2m-4-m]2 


On en conclura, par suite, en integrant entre les limites zero et 
Funit^, 


»y 0 " 


et il s’agira inaintenant d’obtenir Fintegrale ddfmie du premier 
membre. A cet elFet, j’observe que la fonction m) donne lieu a 
cette relation 

^{x i, m) )n b) (mod?.), 


ou plus gdneraleixient 

^{x n, m) ^ ^{x, m Jib) (mod?), 


n d^signant un entier arbitraire. Supposons done, comme il a 6t( 
admis pr(5c<^demment, que b soil dilFerent de z6ro et positif, e 
d^composons la s6rie des noinbres entiers m en b progression! 
arithmi^tiques dont la raison soit 6, on aura 


m n 




-2 


'TC'^[x,nb->r'%) 
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Or, en vertu de la propriete de la foiiction <L(ic, m), cette rela- 
tion pourra encore s’ecrire 


— 00 — 00 
-h oo 

00 

+ OO 


Ainsi I’integrale definie chercliee 

H- 00 

tA — oo 


dec 


se trouve expriinee par la somme d’un nombre 6 d’integrales telles 
que 




p formautla suite des valeurs o, i , 2 , . . ., 6 — i . Maintenant, eii 
vertu d une transformation bien connue de ces sortes d’expressions, 
on a simplement 


00 


dx^ 


de sorte que Ton parvient pour la determination de T a cette 
relation 


. Q . *-i 

„ i 7c — tn- 

Te ♦ = V 


dx. ' 


Les integrals qui y figurent s’obtiennent par la fo.rmule 


kpr — q"^ 


/— ip 
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Oil le radical carre \/ — ip est pris de maniere que la partie reelle 
soit positive. Ce resultat est dii, coinine on sail, a M. Cauclij, et 
a ^te donne par Fillustre geometre dans les anciens Exercices 
mathematiques. On en conclut par un calcul ires facile la valeiir 
de la constante T, qui se presente d’abord sous cette forme (^) 


0 ayant pour valeur 


0 y e ^ 

/ — ib(a -h 


e 


in 

itb 


(a — 




Pour prouver ensuite que 0 est une racine huitieme de Funit^, 
il faut remplacer !U par sa valeur 

aix -h bv -i- ad, 

et Fon parvieiU aiiisi, en faisant usage de Fequation 

ad — 6c = I, 

a Fexpression 


S = e 


{ac -hbdv^-i-2abr [L-i-’iabd v-hcibh'] 


Quant a la reduction aux symboles de la theorie des residus 
quadraliques par les formules de Gauss de la somme 

> 

je pense qu’il suffit d’avoir donne les resultats du calcul sans 
rapporter le calcul lui-m^me qui est sans difficulte, et je terminerai 
cette Note en donnant les formules pour Fexpression des fonc- 
tions n(.3?) par les fonctions 0 tn,rt(^) au module Q lorsque le 
nombre k = ad — be est pair. 



(’J Oo a suppose b positif. La fonnule donnant T subsisie, quel que soit le 
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Pour cela je dislinguerai deux cas : 

1° (m -+- i)(n -f- 1) ^ T (inod2). 

Alors, pour [av = 0 (mod 2), on a 

2 

et pour p.v = I (mod 2), 

U ( x ) — 00,0 (^) Qo,i(ir) 01,0 01,1 (a?) 

2^" (m - 4 - ij(n -+- 1) = o (mod2). 

En supposant encore p,v = o (mod 2), on aura 

n(a7) = 0nt,o(^)0o,n(^)T^' — 2i 
Bt pour [JLV = I (mod 2), 

11(2?) = 01,l(^) 0 Tn-Hl,rtH-l (^) — 

2 

T/, comme il a etd dit precedemment, designe une fonction de 
iegre i des carres de deux des fonctions 0 . Je me reserve de revenir 
ians une autre occasion sur ces formules pour la transformation 
ies fonctions elliptiques, qui representent pour un ordre donnd 
ane classe de transformations qu’il importe de considerer d’une 
maniere particuliere dans I’ensemble de toules les transformations 
possibles. 


FIN DU TOME I. 


TABLE DES MATIERES 


I'affC: 

Avertissement 

Preface v 

Lieu g6om6trique des p6les d’une section conique par rapport a une autre. 
Considerations sur la resolution algebrique de Pequation du cinquieme 

degre 

Extraits de deux Lettres de M. Cliarles Hermite A M. Jacobi i 

Sur la division des foiictions abdliennes ou ultra-elliptiques 3 

Sur la iheorie des transcendantes k difierentielles algebriques 

Principaux thdoremes de Tanalyse des foncLions elliptiques 6 

Note sur la tlidorie des fonctions elliptiques 7 

Sur la theorie des fonctions elliptiques.. 

Rapport sur un Mdmoire presenle par M. Hermite et relatif aux fonctions 

k double pdriode 

Note sur la reduction des fonctions homog^nes coefficients entiers et A 

deux indetermindes ^ 

Sur la thdorie des formes quadratiques ternaires c 

Lettres de M. Hermite k M. Jacobi sur differents objets de la tb6orie des 
nombres. 

Premiere Lettre 

Deuxieme Lettre 

Troisi^me Lettre 

Quatri^me Lettre 

Sur Pintroduction des variables continues dans la thdorie des nombres.... i< 

Sur la thdorie des formes quadratiques ternaires inddfinies q 

Sur la thdorie des formes quadratiques. 

Premier Mtooire 2c 


49 ^ TABLE DES MATIERES. 

Pages. 

Note sur un theoreme relatif aux noinbres entiers 264 

Siir une question relative a la theorie des nombres 2 G 5 

Demonstration elernentaire d’une proposition relative aux diviseurs de 

274 

Sur les fonctions algebriques 276 

Sur I’extension du tlieoreme de M. Sturm a un systeme d’^quaiions simul- 

taaees 281 

Remarques sur le theoreme de M. Sturm 284 

Sur !a decomposition d'un noinbre en quatre carres 288 

Remarques sur un Memoire de M. Cayley relatif aux determinants gaudies. 290 
Sur la theorie des fonctions homogenes ^ deux inddterminees. 

Premiere Partie 296 

Seconde Partie 3 i 5 

Sur la theorie des fonctions homogencs a deux indetermin^es. 

Premier Memoire 35 o 

Premiere Partie . 352 

Seconde Partie 36 1 

Sur la theorie des fonctions homogenes a deux indelcrminees. 

Second Memoire 872 

Sur le nombre des racines d’une equation algebriqiie comprises entre des 
limites donnees 397 

Sur le nombre limite d’irralionnaliies auxquelles se reduisent les racines 
des equations a coefficients entiers complexes d’un degrt^ etd’un discrimi- 
nant donnes 4i;5 

Sur rinvariabilite du nombre des carres positifs et des carres negatifs dans 

la transformation des polynomes homogenes du second degr (5 429 

Snr Ics formes cubiques a deux indetermindes 434 

Lettre a Cayley sur les formes cubiques 437 

Extrait d’une Lettre a Sylvester sur les solutions de Inequation = . 44 o 

Sur la theorie de la transformation des toTSm+nfis-ab^liennes 444 

Remarque sur un theoreme de Cauchy 

Sor quelques formules relatives k la transformation des fonctions elliptiques. 482 
Sur quelques formules relatives k la transformation des fonctions elliptiques. 487 


FIN DE LA TABLE DES MATIERES DTJ TOME I. 





510.8 H55o v.l 
Hermite, C. 
Ouvres 


University Libraries 
Carnegie-Wieilon Univer 
PM^ur^, PA 15213 



